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Παναγιώτα Λάλου, Αλέξανδρος Γρυπάρης



Παράδειγμα:

Η αρτηριακή πίεση 10 ασθενών πρίν (X) και μετά (Y) τη χορήγηση φαρμάκου 
κατά της πίεσης είναι:

Να ελεγχθεί σε επίπεδο σημαντικότητας 5%, εαν το συγκεκριμένο φάρμακο 
είναι αποτελεσματικό κατά της πίεσης. 

➢ Ελαττώνει το φάρμακο αυτό την πίεση στους ασθενείς;

X 13 15 18 14 12 13 15 16 18 19

Y 12 13 15 15 14 13 13 14 14 13



ΛΥΣΗ

• Οι υποθέσεις του ελέγχου είναι:

• Μηδενική υπόθεση:   Η0: 𝝁𝟏 = 𝝁𝟐 ( 𝝁𝒛= 𝟎)

• Εναλλακτική υπόθεση:  Η1:  𝝁𝟏 > 𝝁𝟐 (𝝁𝒛 > 𝟎)

• Ορίζουμε την μεταβλητή:    𝒛𝒊 = 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊

Στον παρακάτω πίνακα υπολογίζουμε τις διαφορές:



𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒛𝒊 = 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊 𝒛𝒊
𝟐

13 12 1 1

15 13 2 4

18 15 3 9

14 15 -1 1

12 14 -2 4

13 13 0 0

15 13 2 4

16 14 2 4

18 14 4 16

19 13 6 36

Σ𝒛𝒊=17 Σ𝒙𝒊
𝟐=79
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Έλεγχοι υποθέσεων και δ.ε. για παρατηρήσεις κατά ζεύγη: 
 
H0: μ1=μ2 
Η1: μ1>μ2 

H0: μ1=μ2 
Η1: μ1<μ2 

H0: μ1=μ2 
Η1: μ1≠μ2 
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Έλεγχος υποθέσεων–Διάστημα Εμπιστοσύνης

Για τον υπολογισμό του Δ.Ε. της διαφοράς των μέσων τιμών, έχουμε:



Θα χρειαστεί να υπολογίσουμε την μέση τιμή ҧ𝑧 και την διασπορά 𝑠𝑧
2:

ҧ𝑧 =
σ𝑖=10 𝑧𝑖

𝑛
=
17

10
= 1,7

𝑠𝑧
2 =

1

𝑛−1
σ𝑖=1
𝑛 𝑧𝑖

2 −
σ𝑖=1 𝑧𝑖

2

𝑛
=

1

10−1
79 −

172

10
=5,57

Άρα η τυπική απόκλιση είναι: 𝑠𝑧 = 5,57 = 2,36



To στατιστικό κριτήριο είναι:
ҧ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 =

1,7

2,36
10 = 2,278

H κρίσιμη τιμή (όπως φαίνεται από τον πίνακα της επόμενης σελίδας)

είναι η: 𝑡𝑛−1;𝛼 = 𝑡9;0,05 =1,833

Η κρίσιμη περιοχή είναι:𝑅 = {
ǉ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 > 𝑡𝑛−1;𝑎}

Είναι 2,278>1,833 δηλαδή
ǉ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 > 𝑡𝑛−1;𝑎 οπότε είμαστε στην κρίσιμη περιοχή κι

επομένως απορρίπτουμε την Ηο.

Άρα, συμπεραίνουμε ότι η μέση της πίεσης μετά τη χρήση του φαρμάκου είναι
μικρότερη από τη μέση τιμή της πίεσης πριν τη χρήση.

Δηλαδή η δράση του φαρμάκου είναι αποτελεσματική κατά της πίεσης.
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Παράδειγμα 2:

• Σε τέσσερα άτομα με αυξημένες τιμές των τριγλυκεριδίων του ορού, χορηγήθηκε για ένα 
μήνα φάρμακο που πιστεύεται ότι ελαττώνει τα επίπεδα των τριγλυκεριδίων. Οι τιμές των 
τριγλυκεριδίων στα τέσσερα αυτά άτομα πριν και μετά την χορήγηση του φαρμάκου

• Ελαττώνει τα επίπεδα των τρυγλυκεριδίων το φάρμακο αυτό; (α=0,05)

Πριν τη χορήγηση Μετά την χορήγηση

180 120

200 220

240 130

230 160



ΛΥΣΗ

• Οι υποθέσεις του ελέγχου είναι:

• Μηδενική υπόθεση:   Ηο: 𝝁𝟏 = 𝝁𝟐 (𝝁𝒛 = 𝟎)

• Εναλλακτική υπόθεση:  Η1:  𝝁𝟏 > 𝝁𝟐 (𝝁𝒛 > 𝟎)

• Ορίζουμε την μεταβλητή:    𝒛𝒊 = 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊

Στον παρακάτω πίνακα υπολογίζουμε τις διαφορές:



𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒛𝒊 = 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊 𝒛𝒊
𝟐

180 120 60 3600

200 220 -20 400

240 130 110 12100

230 160 70 4900

Σ𝒙𝒊=220 Σ𝒙𝒊
𝟐=21000



ҧ𝑧 =
σ𝑖=4 𝑧𝑖
𝑛

=
220

4
= 55

𝑠𝑧
2 =

1

𝑛−1
σ𝑖=1
𝑛 𝑧𝑖

2 −
σ𝑖=1 𝑧𝑖

2

𝑛
=

1

4−1
21000 −

2202

4
=2966,67

Άρα η τυπική απόκλιση είναι: 𝑠𝑧 = 2966,67 = 54,4671
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Έλεγχοι υποθέσεων και δ.ε. για παρατηρήσεις κατά ζεύγη: 
 
H0: μ1=μ2 
Η1: μ1>μ2 

H0: μ1=μ2 
Η1: μ1<μ2 

H0: μ1=μ2 
Η1: μ1≠μ2 
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Έλεγχος υποθέσεων–Διάστημα Εμπιστοσύνης

Για τον υπολογισμό του Δ.Ε. της διαφοράς των μέσων τιμών, έχουμε:



To στατιστικό κριτήριο είναι:
ҧ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 =

55

54,4671
4 = 2,019

H κρίσιμη τιμή είναι η: 𝑡𝑛−1;𝛼 = 𝑡3;0,05 = 2,353

Η κρίσιμη περιοχή είναι: 𝑅 = {
ǉ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 > 𝑡𝑛−1;𝑎}

Είναι 2,019<2,353 δηλαδή
ǉ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 < 𝑡𝑛−1;𝑎 οπότε δεν είμαστε στην

κρίσιμη περιοχή κι επομένως δεν απορρίπτουμε την Ηο.

Δηλαδή το φάρμακο δεν ελαττώνει τα επίπεδα των τριγλυκεριδίων.



Έλεγχος ανεξαρτησίας 2 ποιοτικών χαρακτηριστικών

Παράδειγμα

• Έστω ότι θέλουμε να ελέγξουμε αν:
❖ η παρουσία καρκίνου εξαρτάται από το φύλο, ή αν

❖ η παρουσία καπνίσματος εξαρτάται από το μορφωτικό επίπεδο: καθόλου –
δημοτικό – γυμνάσιο - λύκειο – ΑΕΙ/ΤΕΙ

• Μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το t-test;

• Πότε χρησιμοποιούμε το t-test;
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Έλεγχος ανεξαρτησίας 2 ποιοτικών χαρακτηριστικών

• Στα προηγούμενα παραδείγματα δεν έχει νόημα η μέση τιμή

• Στις περιπτώσεις αυτές ο στατιστικός έλεγχος γίνεται με σύγκριση
των συχνοτήτων των παρατηρήσεων στις διάφορες κατηγορίες

• Διαξονική ταξινόμηση (two-way classification) ή ταξινόμηση δύο
διευθύνσεων: η ταυτόχρονη ταξινόμηση των δεδομένων ως προς
δύο χαρακτηριστικά (μεταβλητές).
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Διαξονική ταξινόμηση
• Την χρησιμοποιούμε όταν θέλουμε να μελετήσουμε την ύπαρξη

συσχέτισης μεταξύ 2 ποιοτικών χαρακτηριστικών

• Παράδειγμα: Κατανομή 300 ατόμων σύμφωνα με το κάπνισμα και την
ύπαρξη ή όχι καρκίνου του εντέρου

Κάπνισμα

Καρκίνος 
εντέρου

Ναί Όχι Σύνολο

Ναί 50 50 100

Όχι 130 70 200

Σύνολο 180 120 300
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Έλεγχος X2

• Ο έλεγχος αυτός πραγματοποιείται όταν έχουμε 2 ποιοτικές μεταβλητές

• Η υποθέσεις υπό έλεγχο είναι οι:

Η0: Δεν υπάρχει σχέση μεταξύ των 2 μεταβλητών μας, δηλαδή οι μεταβλητές μας
είναι ανεξάρτητες

Η1: Υπάρχει σχέση μεταξύ των 2 μεταβλητών μας, δηλαδή οι μεταβλητές μας δεν
είναι ανεξάρτητες

• Έτσι, στο προηγούμενο παράδειγμα, η μηδενική υπόθεση λέει ότι δεν υπάρχει
σχέση μεταξύ καπνίσματος και καρκίνου του εντέρου
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(συν.)

• Υποθέστε ότι μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα πίνακα που
να αντιστοιχεί στο προηγούμενο παράδειγμά μας, και να
εκφράζει τη μηδενική υπόθεση

• Δηλαδή, τον πίνακα που εκφράζει την μηδενική υπόθεση, με
βάση τα δεδομένα μας

• Δηλαδή, τον πίνακα με τις συχνότητες που θα είχαμε σε
κάθε κελί όταν δεν υπάρχει σχέση μεταξύ καπνίσματος
και καρκίνου του εντέρου
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(συν.)

• Έτσι, θα έχουμε 2 διαφορετικούς πίνακες!

❖ Αφενός τον πίνακα που πήραμε από το δείγμα μας (και είδαμε
προηγουμένως). Τον πίνακα δηλαδή με τις παρατηρούμενες τιμές:

Κάπνισμα Σύνολο

Καρκίνος εντ. Ναί Όχι

Ναί 50 50 100

Όχι 130 70 200

Σύνολο 180 120 300
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(συν.)

• … και έναν άλλο πίνακα που ισχύει όταν ισχύει η μηδενική
υπόθεση. Αυτός είναι ο πίνακας με τις αναμενόμενες
τιμές:

(θα δούμε στη συνέχεια πως τον κατασκευάζουμε)

Κάπνισμα Σύνολο

Καρκίνος εντ. Ναί Όχι

Ναί 60 40 100

Όχι 120 80 200

Σύνολο 180 120 300
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Κάπνισµα Σύνολο 

Καρκίνος εντ. Ναί Όχι 

Ναί 50 50 100 

Όχι 130 70 200 

Σύνολο 180 120 300 

Κάπνισµα Σύνολο 

Καρκίνος εντ. Ναί Όχι 

Ναί 60 40 100 

Όχι 120 80 200 

Σύνολο 180 120 300 

Παρατηρούμενες 
συχνότητες

Αναμενόμενες 
συχνότητες



(συν.)

• Παρατηρήστε ότι ο συνολικός αριθμός παρατηρήσεων ανά
γραμμή και ανά στήλη είναι ίδιος, και στους 2 πίνακες
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Κάπνισµα Σύνολο 

Καρκίνος εντ. Ναί Όχι 

Ναί 50 50 100 

Όχι 130 70 200 

Σύνολο 180 120 300 

Κάπνισµα Σύνολο 

Καρκίνος εντ. Ναί Όχι 

Ναί 60 40 100 

Όχι 120 80 200 

Σύνολο 180 120 300 



(συν.)

• Όσο πιο «κοντά» είναι ο πίνακας με τα στοιχεία από το δείγμα μας στον
πίνακα της μηδενικής υπόθεσης, τόσο πιο βέβαιοι είμαστε ότι ισχύει η
μηδενική υπόθεση

• Όσο πιο «μακριά» είναι ο πίνακας με τα στοιχεία από το δείγμα μας στον
πίνακα της μηδενικής υπόθεσης, τόσο πιο βέβαιοι είμαστε ότι ΔΕΝ ισχύει η
μηδενική υπόθεση

• Ο έλεγχος Χ2 βασίζεται στην απόσταση των παρατηρούμενων τιμών από τις
αναμενόμενες τιμές.

• Οι παρακάτω διαφάνειες παρουσιάζουν τη γενική μορφή του ελέγχου
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Έλεγχος Ανεξαρτησίας δυο κατηγορικών μεταβλητών: Έλεγχος 𝚾𝟐

• Με τον έλεγχο αυτό, ελέγχουμε αν δύο κατηγορικές μεταβλητές είναι 
ανεξάρτητες ή όχι, δηλαδή αν επηρεάζει η μία την άλλη. 

• Αν βρεθεί εξάρτηση δεν είμαστε σε θέση να πούμε ποια είναι η αιτία και ποιο το αποτέλεσμα.

• Εστω ότι ένας πληθυσμός εξετάζεται ως προς 2 χαρακτηριστικά (μεταβλητές) Α 
και Β. 

Α   \ Β Β1 Β2 . . . Bs Σύνολο

Α1 𝑛11 𝑛12 … 𝑛1𝑠 𝑛1∙

Α2 𝑛21 𝑛22 … 𝑛2𝑠 𝑛2∙

⋮

Αr 𝑛𝑟1 𝑛𝑟2 … 𝑛𝑟𝑠 𝑛𝑟∙

Σύνολο 𝑛∙1 𝑛∙2 … 𝑛∙𝑠 n



Η0: Οι μεταβλητές Α και Β είναι ανεξάρτητες

Η1: Οι μεταβλητές Α και Β δεν είναι ανεξάρτητες

Κρίσιμη περιοχή:  𝑅 = {𝑋2 > 𝑋2
𝑟−1 ∗(𝑠−1);𝑎}

Στατιστικό κριτήριο:      𝑿𝟐 = σ
(𝑶𝒊𝒋−𝑬𝒊𝒋)

𝟐

𝑬𝒊𝒋

όπου: 𝑶𝒊𝒋 = 𝒏𝒊𝒋 οι παρατηρούμενες τιμές  (Observed)

𝑬𝒊𝒋=
𝒏𝒊∙ 𝒏∙𝒋

𝒏
οι αναμενόμενες τιμές (Expected)

Ή αλλιώς:

𝑬𝒊𝒋 =
𝜜𝜽𝝆𝝄𝜾𝝈𝝁𝜶 𝒊 𝜸𝝆𝜶𝝁𝝁𝜼𝝇 × Ά𝜽𝝆𝝄𝜾𝝈𝝁𝜶 𝒋 𝝈𝝉𝜼𝝀𝜼𝝇

𝒏

Στην κρίσιμη τιμή 𝑋2
𝑟−1 ∗(𝑠−1);𝑎 r: αριθμός γραμμών

s: αριθμός στηλών



Προϋποθέσεις εφαρμογής του ελέγχου:

1. Τα δείγματα είναι τυχαία. 

2. Οι παρατηρήσεις είναι ανεξάρτητες. 

3. Όλες οι αναμενόμενες συχνότητες είναι μεγαλύτερες από 1. 

4. Το πολύ 20% από τις αναμενόμενες συχνότητες είναι μικρότερες 
από 5.

• Δηλαδή, πάνω από το 80% των αναμενόμενων συχνοτήτων είναι 
μεγαλύτερες του 5.



Παράδειγμα 1
Μια έρευνα σε δείγμα 500 ατόμων έδειξε οτι οι 200 ήταν καπνιστές. Μετά από 
ειδικό φόρο που επιβλήθηκε, σε καινούρια έρευνα, σε δείγμα 600 ατόμων, οι 
210 ήταν καπνιστές. Τα αποτελέσματα αυτά φαίνονται στο παρακάτω πίνακα:

Επέδρασε η φορολογία στη χρήση του τσιγάρου; (α=0,05)

Κάπνισμα

Φορολογία Καπνιστές Μη καπνιστές

Πριν το φόρο 200 300

Μετά τον φόρο 210 390



• Αν Α: Κάπνισμα  (καπνιστές – μη καπνιστές)

Β: Φορολογία  (πριν το φόρο – μετά τον φόρο)

Η0: Οι μεταβλητές Α και Β είναι ανεξάρτητες

Η1: Οι μεταβλητές Α και Β δεν είναι ανεξάρτητες

Υπολογίζουμε το άθροισμα κάθε γραμμής και στήλης:

Κάπνισμα

Φορολογία Καπνιστές Μη καπνιστές ΣΥΝΟΛΟ

Πριν το φόρο 200 300 500

Μετά τον φόρο 210 390 600

ΣΥΝΟΛΟ 410 690 1100



• Οι εκτιμώμενες συχνότητες:

• Ε11 =
𝑛1∙ ×𝑛∙1

𝑛
=

500∙410

1100
= 186,36

• Ε12 =
𝑛1∙ ×𝑛∙2

𝑛
=

500∙690

1100
= 313,64

• Ε21 =
𝑛2∙ ×𝑛∙1

𝑛
=

600∙410

1100
= 223,64

• Ε22 =
𝑛2∙ ×𝑛∙2

𝑛
=

600∙690

1100
= 376,36



Η κρίσιμη τιμή, απο πίνακες είναι:

𝑋2
𝑟−1 ∗(𝑠−1);𝑎 = 𝑋2

2−1 ∗(2−1);0.05 = 𝑋2
1;0.05 = 3,84

Η κρίσιμη περιοχή: 𝑅 = {𝑋2 > 𝑋2
(𝑟−1)(𝑠−1);𝑎}

Όμως, είναι: 2,92 = 𝑋2< 𝑋2
1;0.05 = 3,84

Άρα, δεν είμαστε στην κρίσιμη περιοχή, οπότε δεν απορρίπτουμε την Η0. 

Επομένως οι μεταβλητές είναι ανεξάρτητες, δηλαδή ο φόρος δεν επιδρά στην 
κατανάλωση τσιγάρου

Το στατιστικό κριτήριο είναι ίσο με:      𝑋2 = σ
(𝑂𝑖𝑗−𝐸𝑖𝑗)

2

𝐸𝑖𝑗
=

(200 − 186,36)2

186,36
+
(300 − 313,64)2

313,64
+
(210 − 223,64)2

223,64
+
(390 − 376,36)2

376,36
= ⋯ = 2,92





Παράδειγμα 2

Σε 500 μαθητές δημοτικού σχολείου μελετήθηκε η σχέση της υγείας του 
στόματος τους με τη χλωρίωση του νερού στην περιοχή διαμονής τους. Η 
κατανομή των 500 μαθητών ανάλογα με την υγεία του στόματος και τη 
χλωρίωση του νερού ήταν:

Σχετίζεται η υγιεινή του στόματος των μαθητών με τη χλωρίωση του νερού;

Υγιεινή στόματος

Χλωρίωση νερού Κακή Μέτρια Καλή

Ανεπαρκής 80 120 75

Επαρκής 40 80 105



• Στο παράδειγμα αυτό θα ελέγξουμε αν η υγιεινή του στόματος (Α) σχετίζεται 
με τη χλωρίωση (Β).

• Επειδή και οι 2 μεταβλητές είναι ποιοτικές, θα χρησιμοποιήσουμε τον έλεγχο 
Χ2. 

• Για τον έλεγχο αυτό έχουμε ότι:

Η0: Οι μεταβλητές Α και Β είναι ανεξάρτητες

Η1: Οι μεταβλητές Α και Β δεν είναι ανεξάρτητες

Στην επόμενη διαφάνεια υπολογίζουμε το άθροισμα κάθε γραμμής και στήλης.



Υπολογίζουμε το άθροισμα κάθε γραμμής και στήλης:

Υγιεινή στόματος

Χλωρίωση 

νερού

Κακή Μέτρια Καλή ΣΥΝΟΛΟ

Ανεπαρκής 80 120 75 275

Επαρκής 40 80 105 225

ΣΥΝΟΛΟ 120 200 180 500



• Οι εκτιμώμενες συχνότητες είναι:

• Ε11 =
𝑛1∙ ×𝑛∙1

𝑛
=

275∙120

500
= 66

• Ε12 =
𝑛1∙ ×𝑛∙2

𝑛
=

275∙200

500
= 110

• Ε13 =
𝑛1∙ ×𝑛∙3

𝑛
=

275∙180

500
=99

• Ε21 =
𝑛2∙ ×𝑛∙1

𝑛
=

225∙120

500
= 54

• Ε22 =
𝑛2∙ ×𝑛∙2

𝑛
=

225∙200

500
= 90

• Ε23 =
𝑛2∙ ×𝑛∙3

𝑛
=

225∙180

500
=81



Η κρίσιμη τιμή, απο πίνακες είναι:

𝑋2
𝑟−1 ∗(𝑠−1);𝑎 = 𝑋2

2−1 ∗(3−1);0.05 = 𝑋2
2;0.05 = 5,99

Η κρίσιμη περιοχή: 𝑅 = {𝑋2 > 𝑋2
(𝑟−1)(𝑠−1);𝑎}

Άρα, είμαστε στην κρίσιμη περιοχή, αφού 21,55>5,99

Επομένως απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση και δεχόμαστε ότι η χλωρίωση του 

νερού επηρεάζει την κατάσταση του σώματος των μαθητών.

𝑋2 =
(𝑂𝑖𝑗 − 𝐸𝑖𝑗)

2

𝐸𝑖𝑗
=

(80 − 66)2

66
+
(120 − 110)2

110
+
(75 − 95)2

95
+
(40 − 54)2

54
+
(80 − 90)2

90
+
(105 − 81)2

81
= 21,55





Παράδειγμα 3

Στον παρακάτω πίνακα φαίνονται τα αποτελέσματα από μία έρευνα που 
μελετά τη σχέση της νόσου Αλτσχάιμερ με τη σωματική άσκηση.

Σχετίζεται η σωματική άσκηση (Α) με την νόσο Αλτσχάιμερ (Β);

Επίπεδο σωματικής άσκησης

Νόσος Αυξημένο Μέτριο Χαμηλό

Ασθενείς 85 105 110

Υγιείς 125 120 100



• Για τον έλεγχο αυτό έχουμε ότι:

Η0: Οι μεταβλητές Α και Β είναι ανεξάρτητες

Η1: Οι μεταβλητές Α και Β δεν είναι ανεξάρτητες

Επίπεδο σωματικής άσκησης

Νόσος Αυξημένο Μέτριο Χαμηλό ΣΥΝΟΛΟ

Ασθενείς 85 105 110 300

Υγιείς 125 120 100 345

ΣΥΝΟΛΟ 210 225 220 645



• Ε11 =
𝑛1∙ ×𝑛∙1

𝑛
=

300∙210

645
= 97,674

• Ε12 =
𝑛1∙ ×𝑛∙2

𝑛
=

300∙225

645
= 104,651

• Ε13 =
𝑛1∙ ×𝑛∙3

𝑛
=

300∙220

645
= 102,326

• Ε21 =
𝑛2∙ ×𝑛∙1

𝑛
=

345∙210

645
= 112,326

• Ε22 =
𝑛2∙ ×𝑛∙2

𝑛
=

345∙225

645
= 120,349

• Ε23 =
𝑛2∙ ×𝑛∙3

𝑛
=

345∙220

645
= 117,674



𝑋2 =
(𝑂𝑖𝑗 − 𝐸𝑖𝑗)

2

𝐸𝑖𝑗
=

(85−97,674)2

97,674
+

(105−104,651)2

104,651
+

(110−102,326)2

102,326
+

(125−112,326)2

112,326
+

(120−120,349)2

120,349
+

(100−117,674)2

117,674
=4,991

Η κρίσιμη τιμή, απο πίνακες είναι:

𝑋2
𝑟−1 ∗(𝑠−1);𝑎 = 𝑋2

2−1 ∗(3−1);0.05 = 𝑋2
2;0.05 = 5,99





Η κρίσιμη περιοχή: 𝑅 = {𝑋2 > 𝑋2
(𝑟−1)(𝑠−1);𝑎}

Άρα, ΔΕΝ είμαστε στην κρίσιμη περιοχή, αφού 

𝑋2=4,991   και     𝑋2
2;0.05 = 5,99

Επομένως δεν απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση, δηλαδή η 

σωματική άσκηση δεν σχετίζεται με τη νόσο Αλτσχάιμερ


