
ÌÜèçìá 1�ÑÏÓÅ��ÉÓÔÉÊÇ ËÕÓÇÅÎÉÓÙÓÅÙÍ
1.1 ÅéóáãùãÞÊñßíå�áé áñ÷éêÜ áðáñáß�ç�ï íá ãßíåé ó�ïí áíáãíþó�ç õðåíèýìéóç �ùí ðáñáêÜ-�ù âáóéêþí ìáèçìá�éêþí åííïéþí.Ïñéóìüò 1.1 - 1 (åîßóùóçò). ËÝãå�áé åîßóùóç êÜèå éóü�ç�á �çò ìïñöÞòF (x1; x2; : : : ; x�) = 0: (1.1 - 1)Ó�çí (1:1−1) ïé ìå�áâëç�Ýò x1; x2; : : : ; x� ëÝãïí�áé Üãíùó�ïé, åíþ ï ðñïóäéï-ñéóìüò �ïõò ëýóç Þ ñßæá �çò åîßóùóçò1.Ç Ýííïéá �çò åîßóùóçò óáí ìéá ó÷Ýóçò ðïõ éó÷ýåé ãéá ïñéóìÝíåò �éìÝò�ùí ìå�áâëç�þí �çò åðåê�åßíå�áé åê�üò áðü �çí ¢ëãåâñá, ó�çí Áíáëõ�éêÞ�åùìå�ñßá ìå �ïí êáèïñéóìü �ïõ �üðïõ �ùí óçìåßùí ó÷çìÜ�ùí, üðùò ãéáðáñÜäåéãìá ç åîßóùóç x2+ y2 = 1 �ïõ ìïíáäéáßïõ êýêëïõ, ó�ç ÖõóéêÞ ìå �éòåîéóþóåéò �ùí äéáöüñùí íüìùí, ê.ëð.1Ç åîßóùóç äåí ðñÝðåé íá óõã÷Ýå�áé ìå �çí Ýííïéá �çò �áõ�ü�ç�áò, ðïõ åêöñÜæå�áéåðßóçò ìå �ç ìïñöÞ (1:1−1), áëëÜ éó÷ýåé ãéá êÜèå �éìÞ �ùí ìå�áâëç�þí �çò, üðùò (x+y)2 =x2 + 2xy + y2, sin2 x+ cos2 x = 1, ê.ëð. 1



2 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÓ�ï ìÜèçìá áõ�ü èá åîå�áó�åß ï ðñïóäéïñéóìüò �ùí ñéæþí x∗ �ùí åîéóþ-óåùí ìéáò ìå�áâëç�Þò, Ýó�ù x, äçëáäÞ åîéóþóåùí �çò ìïñöÞòf(x) = 0: (1.1 - 2)Ó�çí êá�çãïñßá áõ�Þ �ùí åîéóþóåùí áíÞêïõí ìå�áîý �ùí Üëëùí ïé:i) ðïëõùíõìéêÝò f(x) = a�x� + : : : + a1x + a0, ü�áí ai ∈ ℜ; i =

0; 1; : : : ; � êáé � = 1; 2; : : : :Ïé ñßæåò �çò åßíáé åýêïëï íá ðñïóäéïñéó�ïýíèåùñç�éêÜ ü�áí � = 1; 2; 3, åíþ ãéá � ≥ 3 ï õðïëïãéóìüò åßíáé ðïëýðëï-êïò Þ áäýíá�ïò,ii) �ñéãùíïìå�ñéêÝò üðùò sin x = sin a ìå ñßæåò x = 2k� + a Þ x =

2k� + � − a, ü�áí k = 0; ±1; ±2; : : : ;ii) äéáöïñéêÝò f (y(�); : : : ; y′; y; x) = 0, ü�áí y = y(x) êáé � = 1; 2; : : : ;ðïõ ç èåùñç�éêÞ ëýóç �ïõò åßíáé ãíùó�Þ ìüíïí ãéá ïñéóìÝíåò ìïñöÝò,iv) õðåñâá�éêÝò (transendental) üðùò x − ex = 0, x − sin f(x) = 0, ðïõç ëýóç �ïõò åßíáé áäýíá�ç èåùñç�éêÜ.Óõìðåñáóìá�éêÜ åßíáé äõíá�üí íá ãñáöåß ü�é ãéá åëÜ÷éó�åò ìïñöÝò åîéóþóåùíåßíáé ãíùó�Þ ç èåùñç�éêÞ ëýóç, åíþ ç ëýóç ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç åßíáéáäýíá�ç.Ç ëýóç üìùò ìéáò åîßóùóçò �çò ìïñöÞò (1:1−2) Þ ãåíéêü�åñá �çò (1:1−1)ó�éò ðåñéóóü�åñåò �ùí ðåñéð�þóåùí åßíáé áðáñáß�ç�ç, åðåéäÞ ç ãíþóç �çòåßíáé ó�ïé÷åßï ðïõ áðáé�åß�áé ãéá �ç ëýóç ãåíéêü�åñùí ðñïâëçìÜ�ùí, ðïõóõíáí�þí�áé ó�éò äéÜöïñåò åöáñìïãÝò. Ó�éò ðåñéð�þóåéò áõ�Ýò êáé åöüóïíåßíáé áäýíá�ç ç èåùñç�éêÞ ëýóç �çò (1:1 − 2), ðñÝðåé íá áíáæç�çèïýí ïéëåãüìåíåò ðñïóåããéó�éêÝò ëýóåéò �çò. Ïé ëýóåéò áõ�Ýò, ðïõ äåí Ý÷ïõí �çíáðüëõ�ç áêñßâåéá �ùí áí�ßó�ïé÷ùí èåùñç�éêþí, äßíïõí �ü�å �ç äõíá�ü�ç�á�çò ðåñáé�Ýñù ëýóçò ó�á ðáñáðÜíù ðñïâëÞìá�á. Ï êëÜäïò �ùí Ìáèçìá�éêþíðïõ ìåëå�Ü ãåíéêÜ �éò ðñïóåããßóåéò �ùí ëýóåùí �ùí äéáöüñùí ðñïâëçìÜ�ùíüðùò åîéóþóåùí, óõó�çìÜ�ùí, äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, ê.ðë. åßíáé ãíùó�üòóáí Áñéèìç�éêÞ ÁíÜëõóç.



ÅéóáãùãÞ 3¸ó�ù �þñá ç åîßóùóç (1:1−2). �éá �ïí ðñïóäéïñéóìü ìéá ðñïóåããéó�éêÞòëýóçò Þ ñßæáò, Ýó�ù ç x∗, äçìéïõñãåß�áé ìéá êá�Üëëçëç áêïëïõèßá2 �éìþí xi;i = 0; 1; : : :, ðïõ èá ïñßæå�áé áðü Ýíáí �ýðï �çò ìïñöÞòxi = g (xi−1) ; i = 1; 2; : : :ðïõ ãéá åõêïëßá ó�ç óõíÝ÷åéá �ïõ ìáèÞìá�ïò èá ãñÜöå�áé ùò åîÞò:xi+1 = g (xi) ; i = 1; 2; : : : : (1.1 - 3)Ó�çí (1:1−3) ç g ëÝãå�áé åðáíáëçð�éêÞ óõíÜñ�çóç. Ï �ñüðïò ïñéóìïý �çòg ïñßæåé óå êÜèå ðåñßð�ùóç êáé �çí áí�ßó�ïé÷ç ìÝèïäï ëýóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò
(1:1−2). Èåùñç�éêÜ3 ç (1:1−3) ðñÝðåé íá óõãêëßíåé ó�ç ñßæá x∗ �çò åîßóùóçò,äçëáäÞ

limi→+∞

|xi − x∗| = 0:Äßíïí�áé �þñá ïé ðáñáêÜ�ù ÷ñÞóéìïé ãéá �á åðüìåíá ïñéóìïß.Ïñéóìüò 1.1 - 2. Áí õðÜñ÷ïõí ó�áèåñÝò ë êáé p, Ý�óé þó�å
limi→+∞

|xi+1 − x∗|
|xi − x∗|p = limi→+∞

|ei+1|
|ei|p = ë; (1.1 - 4)�ü�å èá ëÝãå�áé ü�é ç óýãêëéóç �çò áêïëïõèßáò åßíáé �Üîçò p êáé Ý÷åé áóõìð�ù-�éêÞ ó�áèåñÜ ëÜèïõò ë.Ó�çí ðåñßð�ùóç, üðïõ p = 1, ç óýãêëéóç ëÝãå�áé ãñáììéêÞ, åíþ, ü�áí p = 2,áí�ßó�ïé÷á p = 3, ëÝãå�áé �å�ñáãùíéêÞ, áí�ßó�ïé÷á êõâéêÞ.Ïñéóìüò 1.1 - 3. Ìéá åðáíáëçð�éêÞ ìÝèïäïò �çò ìïñöÞò xi+1 = g (xi);i = 0; 1; : : : èá åßíáé �Üîçò p, ü�áí ç áêïëïõèßá xi; i = 0; 1; : : : åßíáé �Üîçòp.Ïñéóìüò 1.1 - 4. Ìéá ãñáììéêÜ óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá ìå áóõìð�ù�éêÞó�áèåñÜ ëÜèïõò 0 èá ëÝãå�áé ü�é óõãêëßíåé õðåñãñáììéêÜ (superlinearly) ó�ïx∗.2�éá �çí Ýííïéá �çò áêïëïõèßáò âëÝðå �áñÜñ�çìá Á ó�ï �Ýëïò �ïõ ìáèÞìá�ïò.3�éá óýãêëéóç áêïëïõèßáò âëÝðå üìïéá �áñÜñ�çìá Á ó�ï �Ýëïò �ïõ ìáèÞìá�ïò.



4 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�áñÜäåéãìá 1.1 - 1¸ó�ù ç áêïëïõèßá xi = 1 + 3−i ; i = 1; 2; : : :ðïõ óõãêëßíåé ó�ï 1. Ôü�åxi+1 − 1 = 3−i−1 êáé xi − 1 = 3−i;ïðü�å
limi→+∞

|xi+1 − 1|
|xi − 1| = limi→+∞

|ei+1|
|ei| =

1

3
;äçëáäÞ Ý÷ïõìå óýãêëéóç �Üîçò p = 1 ìå áóõìð�ù�éêÞ ó�áèåñÜ ëÜèïõò ë =

1=3.¼ìïéá áðïäåéêíýå�áé ü�é ç áêïëïõèßá:i) xi+1 = a + q−(i+1); i = 0; 1; : : : óõãêëßíåé ó�ï a ìå áóõìð�ù�éêÞó�áèåñÜ ëÜèïõò ë = q,ii) xi+1 = 1 +
1

(i− 1) !
; i = 0; 1; : : : óõãêëßíåé ó�ï 1 õðåñãñáììéêÜ.1.1.1 ÓöÜëìá�á õðïëïãéóìþí¼ðùò Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß, áðü �ç äéáäéêáóßá ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�çí (1:1−3),èá ðñïêýøåé ó�çí i-åðáíÜëçøç ìéá ðñïóåããéó�éêÞ ñßæá xi äéáöïñå�éêÞ �çòèåùñç�éêÞò x∗. ¸ó�ù ei = xi−x∗; i = 0; 1; : : : �ï óöÜëìá �çò ðñïóÝããéóçò.Ó÷å�éêÜ ìå �ï äçìéïõñãïýìåíï óöÜëìá ei éó÷ýïõí �á åîÞò:i) ç ìÝèïäïò ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�çí (1:1 − 3) åßíáé ðñïóåããéó�éêÞ. Áõ�üóçìáßíåé ü�é ï �ýðïò �çò ìåèüäïõ áðü ìüíïò �ïõ, óå áí�ßèåóç ìå �ïíáí�ßó�ïé÷ï èåùñç�éêü, Ý÷åé óöÜëìá.ii) Ó�ïõò õðïëïãéóìïýò �ïõ �ýðïõ (1:1 − 3) äçìéïõñãïýí�áé �á ëåãüìåíáóöÜëìá�á ó�ñïããõëïðïßçóçò (round-o� errors). �éá íá ãßíïõí ðåñéó-óü�åñï êá�áíïç�Ü �á óöÜëìá�á áõ�Ü, Ýó�ù ü�é êá�Ü �ç äéáäéêáóßáëýóçò åíüò ðñïâëÞìá�ïò áðáé�åß�áé ï õðïëïãéóìüò �çò √

2 êáé ü�é ïõðïëïãéó�Þò Ý÷åé ó�ç æþíç åñãáóßáò �ç äõíá�ü�ç�á åðåîåñãáóßáò 8,áí�ßó�ïé÷á 16 äåêáäéêþí øçößùí - áíÜëïãá ç ðåñßð�ùóç 32, 64, 128



ÅéóáãùãÞ 5ê.ëð. øçößùí. Ôü�å ç �éìÞ √
2 èá ó�ñïããõëïðïéçèåß ó�á 8, áí�ßó�ïé÷á

16 äåêáäéêÜ øçößá, äçëáäÞ
√
2 ≈ 1:414 213 56; áí�ßó�ïé÷á √

2 ≈ 1:4142 1356 2373 0950:Ï ó�ñïããõëïðïéçìÝíçò ìïñöÞò áñéèìüò√2, ü�áí ðïëëáðëáóéáó�åß, äéáé-ñåèåß ê.ëð. ìå Ýíáí Üëëï ó�ñïããõëïðïéçìÝíçò ìïñöÞò áñéèìü èá äþóåéáðï�Ýëåóìá ìå óöÜëìá ãåíéêÜ ìåãáëý�åñï áðü åêåßíï ÷ùñßò �éò ó�ñïããõ-ëïðïéÞóåéò. ËáìâÜíïí�áò �þñá õð' üøéí ü�é êá�Ü �ç äéáäéêáóßá õðïëïãé-óìïý �çò ëýóçò åíüò ðñïâëÞìá�ïò ãßíå�áé Ýíáò ìåãÜëïò áñéèìüò ðñÜîåùí,�á ëÜèç áõ�Ü óõóóùñåýïí�áé (quantization error), ìå áðï�Ýëåóìá çðñïêýð�ïõóá �åëéêÜ ëýóç íá ðáñïõóéÜæåé Ýíá ìåãÜëï óöÜëìá óå ó÷Ýóçìå �ï áíáìåíüìåíï èåùñç�éêÜ áðï�Ýëåóìá. Ëüãù �çò äïìÞò �ùí õðïëïãé-ó�þí �á óöÜëìá�á áõ�Ü äåí åßíáé äõíá�üí íá ìçäåíéó�ïýí, áëëÜ ìüíïííá ðåñéïñéó�ïýí ìå êá�Üëëçëç åëá÷éó�ïðïßçóç �ùí õðïëïãéóìþí, ê.ëð.4.Ôá ðáñáðÜíù óöÜëìá�á åßíáé ãíùó�Ü êáé óáí áñéèìç�éêÜ óöÜëìá�á (nu-merial errors).Êñé�Þñéá äéáêïðÞò åðáíáëÞøåùíÅðåéäÞ ç äéáäéêáóßá (1:1 − 3) äåí åßíáé äõíá�üí íá óõíå÷ßæå�áé ó�ï Üðåéñïí,åßíáé öõóéêü íá áíáæç�çèïýí êñé�Þñéá �Ý�ïéá ðïõ íá �çí ó�áìá�ïýí. Ôïêõñéü�åñá äßíïí�áé ó�ç óõíÝ÷åéá.I. ¸ëåã÷ïò �ïõ óöÜëìá�ïò: áí ï áñéèìüò å ìå å > 0 Ý÷åé åêëåãåß, Ý�óéþó�å íá äåß÷íåé �çí åðéèõìç�Þ áêñßâåéá �çò ìåèüäïõ, �ü�å �á óçìáí�éêü�å-ñá êñé�Þñéá åßíáé:i) |xi − xi−1| < å. Ôï êñé�Þñéï áõ�ü Ý÷åé �ï ìåéïíÝê�çìá ü�é ðïëëÝòöïñÝò, åíþ ç äéáöïñÜ xi − xi−1 óõãêëßíåé ó�ï ìçäÝí, ç áêïëïõèßáxi áðïêëßíåé,ii) |f (xi)| < å. Ôï êñé�Þñéï áõ�ü Ý÷åé �ï ìåéïíÝê�çìá ü�é åßíáéäõíá�üí ç �éìÞ f (xi) íá �åßíåé ó�ï ìçäÝí, åíþ ç �éìÞ xi íá åßíáéêá�Ü ðïëý äéáöïñå�éêÞ áðü �ç ñßæá x∗,4ÂëÝðå âéâëéïãñáößá ó�ï �Ýëïò �ïõ ìáèÞìá�ïò.



6 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòiii)
|xi − xi−1|

|xi| < å ìå xi 6= 0ðïõ åßíáé êáé �ï ðåñéóóü�åñï ÷ñçóéìïðïéïýìåíï êñé�Þñéï.II. Êñé�Þñéï äéáêïðÞò åðáíáëÞøåùí: åöüóïí ï õðïëïãéóìüò ãßíå�áé ìå�ç ÷ñÞóç õðïëïãéó�Þ, ç äéáäéêáóßá (1:1− 3) ðñÝðåé íá ó�áìá�Ü, ü�áí ïáñéèìüò �ùí åðáíáëÞøåùí õðåñâåß Ýíáí åê �ùí ðñï�Ýñùí êáèïñéóìÝíïáñéèìü åðáíáëÞøåùí, Ýó�ù N .Ó�ç óõíÝ÷åéá �ïõ ìáèÞìá�ïò èá åîå�áó�ïýí ïé ðëÝïí ãíùó�Ýò êëáóéêÝòìÝèïäïé, åíþ ãéá ìéá åê�åíÝó�åñç ìåëÝ�ç ï áíáãíþó�çò ðáñáðÝìðå�áé ó�çâéâëéïãñáößá ó�ï �Ýëïò �ïõ ìáèÞìá�ïò.1.2 ÌÝèïäïò �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ�ñüêåé�áé ãéá �çí ðñþ�ç ßóùò ìÝèïäï ðñïóÝããéóçò �ùí ñéæþí ìéáò åîßóùóçòêáé âáóßæå�áé ó�ï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá �ïõ Äéáöïñéêïý Ëïãéóìïý:Èåþñçìá 1.2 - 1 (Bolzano). Áí ìßá óõíÜñ�çóç, Ýó�ù f , ìå ðåäßï ïñéóìïý
[a; b] åßíáé óõíå÷Þò ãéá êÜèå x ∈ [a; b] êáé éó÷ýåé f(a)f(b) < 0, �ü�å õðÜñ÷åé�ïõëÜ÷éó�ïí ìßá ñßæá �çò f , Ýó�ù î, ìå î ∈ (a; b).Áí õðï�åèåß ü�é ç ñßæá åßíáé áðëÞ5, ï ðñïóäéïñéóìüò �çò ñßæáò åßíáé äõíá�üííá ãßíåé óýìöùíá ìå �ç äéáäéêáóßá �ïõ Áëãüñéèìïõ 1.2 - 1.Ç ìÝèïäïò áõ�Þ åßíáé ãíùó�Þ óáí ìÝèïäïò �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ ç êáéìÝèïäïò �çò äé÷ï�üìïõ (bisetion method).�áñÜäåéãìá 1.2 - 1¸ó�ù ç åîßóùóç f(x) = x3 + 4x2 − 10 = 0ðïõ Ý÷åé ìßá �ïõëÜ÷éó�ïí ñßæá ó�ï äéÜó�çìá [1; 2] (Ó÷. 1.2 - 1).5�éá ðïëëáðëÞ ñßæá âëÝðå ¢óêçóç 4 ó�ï �Ýëïò �çò ðáñáãñÜöïõ.



ÌÝèïäïò �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ 7Áëãüñéèìïò 1.2 - 1 (ìåèüäïõ �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ)
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ÄåäïìÝíá: a1 = a; b1 = b êáé ìÝãéó�ïò áñéèìüò åðáíáëÞøåùíN¸ó�ù a1 = a; b1 = b�éá i = 1; 2; : : : ; Nxi = ai + bi
2

Áí f (xi) = 0 �ýðùóå "ÑÉÆÁ" xi STOPÓÇÌÅÉÙÓÇ: �ï f (xi) èá ðñÝðåé ëüãù �çò õðüèåóçò ü�é ç ñßæá åßíáé áðëÞíá Ý÷åé �ï ßäéï ðñüóçìï ìå �ï f (ai) Þ �ï f (bi)Áí f (xi) f (ai) > 0 �ü�å ç ñßæá x∗ ∈ (xi; bi) ;ïðü�å ai+1 = xi êáé bi+1 = biäéáöïñå�éêÜ ai+1 = ai êáé bi+1 = xi�Ýëïò iÔýðùóå \�ÑÏÓÅ��ÉÓÇ ÑÉÆÁÓ" xiÇ ñßæá �çò åîßóùóçò ìå áêñßâåéá 9 äåêáäéêþí øçößùí õðïëïãßó�çêå ü�éåßíáé ç x∗ = 1:365 223 0013. Óýìöùíá ìå �çí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá Ý÷ïõìå �ááðï�åëÝóìá�á �ïõ �ßíáêá 1.2 - 1 üðïõ ï óõìâïëéóìüò 1:0−, áí�ßó�ïé÷á 2:0+óçìáßíåé ü�é f(1:0) < 0, áí�ßó�ïé÷á f(2:0) > 0, ê.ëð.Ó�ï ðáñáêÜ�ù �ñüãñáììá 1.2 - 1 äßíå�áé ï �ñüðïò õðïëïãéóìïý �çò ñßæáò�ïõ �áñáäåßãìá�ïò 1.2 - 1 ìå �ï MATHEMATICA.�ñüãñáììá 1.2 - 1 (ìåèüäïõ �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ)f[x_℄:=x^3+4x^2-10; ïñéóìüò óõíÜñ�çóçòn=20;a=1;b=2;x=f[a℄*f[b℄;If[x>0,Print["No root in given interval"℄,Print["i"," , ","a"," , ","b"," , ","x"," , ","f(x)"℄℄;Do[x=(a+b)/2;y=f[x℄;If[y=0,Print["Root = ",x℄;i=n,Print[" "℄℄;Print[i," , ",N[a℄," , ",N[b℄," , ",N[x℄," , ",N[f[x℄℄℄;z=f[a℄*f[x℄;If[z<0,b=x,a=x℄,{i,1,n}℄



8 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
x

-5

5

10

fHxL

Ó÷Þìá 1.2 - 1: �áñÜäåéãìá 1.2 - 1: äéÜãñáììá óõíÜñ�çóçò f(x) = x3 +

4x2 − 10

�ßíáêáò 1.2 - 1: �áñÜäåéãìá 1.2 - 1 áðï�åëÝóìá�á ìåèüäïõ ìÝóïõ óçìåßïõi ai bi xi f (xi)1 1:0− 2:0+ 1.5 2.3752 1:0− 1:5+ 1.25 -1.796873 1:25− 1:5+ 1.375 0.16211... ... ... ... ...13 1.364990 1.365235 1.3651123 -0.00194... ... ... ... ...20 1.365229 1.365231 1.365 229 607 −6:717413 × 10−6



ÌÝèïäïò �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ 9�ßíáêáò 1.2 - 2: �áñÜäåéãìá 1.2 - 2: áðï�åëÝóìá�á ìåèüäïõ ìÝóïõ óçìåßïõãéá �çí åîßóùóç g(x) = x5 − x2 + 2x− 1 = 0i ai bi xi g (xi)1 0:0− 1:0+ 0.5 -0.218752 0:5− 1:0+ 0.75 0.17480473 0:5− 0:75+ 0.625 -0.04525757... ... ... ... ...20 0.6540451 0.654047 0.654 046 0587 1:405212 × 10−6�áñÜäåéãìá 1.2 - 2¼ìïéá �ùí åîéóþóåùíg(x) = x5 − x2 + 2x − 1 = 0 (Ó÷. 1.2 - 2a),áí�ßó�ïé÷á h(x) = x3 + 2x2 + 10x− 20 = 0 (Ó÷. 1.2 - 2b)ðïõ Ý÷ïõí ìßá ñßæá ó�á äéáó�Þìá�á [0; 1], áí�ßó�ïé÷á [1; 2], åíþ �á áðï�åëÝóìá�á�çò ìåèüäïõ äßíïí�áé ó�ïõò �ßíáêåò 1.2 - 2 êáé 1.2 - 3.
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

x
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1.0

gHxL

(a) 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
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hHxL

(b)Ó÷Þìá 1.2 - 2: �áñÜäåéãìá 1.2 - 2: (a) äéÜãñáììá óõíÜñ�çóçò g(x) =x5 − x2 + 2x− 1 êáé (b) h(x) = x3 + 2x2 + 10x − 20



10 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�ßíáêáò 1.2 - 3: �áñÜäåéãìá 1.2 - 2: áðï�åëÝóìá�á ìåèüäïõ ìÝóïõ óçìåßïõãéá �çí åîßóùóç h(x) = x3 + 2x2 + 10x − 20 = 0i ai bi xi h (xi)1 1:0− 1:5+ 1.25 2.8752 1:0− 1:5+ 1.25 -2.4218753 1:25− 1:5+ 1.375 0.1308594... ... ... ... ...20 1.368807 1.368809 1.368 807 793 −6:648612 × 10−6�áñá�Þñçóç 1.2 - 1Áí êáé ç óýãêëéóç ó�ç ñßæá ìéáò åîßóùóçò ìå �ç ìÝèïäï �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõåßíáé ðïëý áñãÞ, óõìðÝñáóìá ðïõ Üëëùó�å Üìåóá ðñïêýð�åé êáé áðü �éò �éìÝò�çò óõíÜñ�çóçò ó�á óçìåßá xi ó�ïõò �ßíáêåò 1.2 - 1-1.2 - 3, ç ìÝèïäïò÷ñçóéìïðïéåß�áé óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò, êáé êõñßùò óå óõíäõáóìü ìå �á÷ý�åñåòÜëëåò ìåèüäïõò ðïõ èá åîå�áó�ïýí ó�ç óõíÝ÷åéá, ãéá íá äþóåé ìßá áñ÷éêÞ �éìÞóå áõ�Ýò.1.2.1 Õðïëïãéóìüò öñÜãìá�ïòÄßíå�áé �þñá ï õðïëïãéóìüò �ïõ öñÜãìá�ïò �ùí �éìþí xi �çò ìåèüäïõ ìå �çâïÞèåéá �ïõ ðáñáêÜ�ù èåùñÞìá�ïò.Èåþñçìá 1.2 - 2 (ìåèüäïõ �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ). ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç fìå ðåäßï ïñéóìïý �ï [a; b] ðïõ åßíáé óõíå÷Þò ãéá êÜèå x ∈ [a; b] êáé éó÷ýåéf(a)f(b) < 0. Ôü�å ãéá �çí áêïëïõèßá xi; i = 1; 2; : : :, ðïõ äçìéïõñãåß�áé ìå�ç ìÝèïäï �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ, éó÷ýåé
|xi − x∗| ≤ b− a

2 i ; i = 1; 2; : : : : (1.2 - 1)Åöáñìüæïí�áò �ç ó÷Ýóç (1:2− 1) ó�ï �áñÜäåéãìá 1.2 - 1, ðñïêýð�åé
|x20 − x∗| ≤ 2− 1

2 20
≈ 9:536 743 × 10−7:



ÌÝèïäïò �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ 11Ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á �ï óöÜëìá åßíáé ðïëý ìéêñü�åñï, åðåéäÞ, üðùò ðñïêýð�åéáðü �á áðï�åëÝóìá�á �ïõ �ßíáêá 1.2 - 1, åßíáé
|x20 − x∗| = |1:365 230 013 − 1:365 234 375| ≈ 4:064 141 × 10−7:Õðïëïãéóìüò åðáíáëÞøåùíÔéò ðåñéóóü�åñåò öïñÝò ç (1:2 − 1) ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü�ïõ áðáñáß�ç�ïõ áñéèìïý åðáíáëÞøåùí, ðñïêåéìÝíïõ íá Ý÷ïõìå ìßá åðéèõìç�Þáêñßâåéá, Ýó�ù å.�áñÜäåéãìá 1.2 - 3¸ó�ù �ï �áñÜäåéãìá 1.2 - 1 ó�ï ïðïßï æç�åß�áé ç ëýóç íá ðáñïõóéÜæåéáêñßâåéá å = 10−9. Ôü�å Ý÷ïõìå

|xi − x∗| ≤ b− a
2 i = 2−i < 10−9; ïðü�å 2 i > 109:Ëïãáñéèìßæïí�áò �çí �åëåõ�áßá áíéóü�ç�á ìå âÜóç �ï 10 �åëéêÜ ðñïêýð�åéü�é i > 9= log10 2 ≈ 29:89735, ðïõ óçìáßíåé ü�é áðáé�ïýí�áé �ïõëÜ÷éó�ïí 30åðáíáëÞøåéò ãéá íá ðñïêýøåé ðñïóÝããéóç �çò ñßæáò ìå óöÜëìá ìéêñü�åñï �ïõå. Èá ðñÝðåé íá �ïíéó�åß ó�ï óçìåßï áõ�ü ü�é �ï öñÜãìá ðïõ äßíå�áé áðü �çíáíéóü�ç�á (1:2 − 1) åßíáé áðëÜ åíäåéê�éêü êáé, ü�áí ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �ïíðñïóäéïñéóìü �ùí áðáñáß�ç�ùí åðáíáëÞøåùí, äßíåé ó�çí ðñÜîç áñéèìïýò êá�Üðïëý ìåãáëý�åñïõò.ÁóêÞóåéò1. Ìå �ç ìÝèïäï �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ íá ðñïóäéïñéó�åß ç ëýóç �çò åîßóùóçòx4 − 2x3 − 4x2 + 4x+ 4 = 0ó�ï äéÜó�çìá [0; 2], ü�áí å = 10−2.2. Èåùñþí�áò �çí åîßóùóç x5 − 7 = 0, ðñïóäéïñßó�å êá�Ü ðñïóÝããéóç �çñßæá 71=5, ü�áí å = 10−4.3. Íá õðïëïãéó�åß ï áðáé�ïýìåíïò áñéèìüò �ùí åðáíáëÞøåùí, Ý�óé þó�å ï



12 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòðñïóäéïñéóìüò �çò ñßæáò �çò åîßóùóçò x3 − x− 1 = 0 ó�ï äéÜó�çìá [1; 2] íáðáñïõóéÜæåé áêñßâåéá å = 10−4. Ó�ç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéó�åß ç ñßæá áõ�Þ.4. Äåßî�å ü�é �ï Èåþñçìá 1.2 - 1 äåí åöáñìüæå�áé, ü�áí ç ñßæá åßíáé ðïëëáðëÞÜñ�éáò �Üîçò.5. Íá ãñáöåß ðñüãñáììá áí�ßó�ïé÷ï �ïõ �ñïãñÜììá�ïò 1.2 - 1 ìå �ï MAT-LAB.1.3 ÌÝèïäïò �ùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí¸ó�ù ç åîßóùóç f(x) = 0 ðïõ ãñÜöå�áé ó�ç ìïñöÞx = g(x) (1.3 - 1)üðïõ ç g èåùñåß�áé ü�é åßíáé ìßá óõíå÷Þò óõíÜñ�çóç. Ç g ó�çí ðåñßð�ùóçáõ�Þ ëÝãå�áé êáé åðáíáëçð�éêÞ óõíÜñ�çóç.Áí x∗ åßíáé ìßá ñßæá �çò åîßóùóçò f(x) = 0, åðåéäÞ f(x) = x − g(x), èáðñÝðåé f (x∗) = x∗ − g (x∗) = 0, äçëáäÞ g (x∗) = x∗. Ôü�å ç ñßæá x∗ ëÝãå�áéó�áèåñü óçìåßï �çò g(x).Èåùñþí�áò �þñá ìßá áñ÷éêÞ �éìÞ, Ýó�ù x0, ç áêïëïõèßá g (xi) ó�çí
(1:1 − 3) ðñïêýð�åé áðü �çí (1:3− 1) êáé åßíáé �çò ìïñöÞòxi+1 = g (xi) ; i = 0; 1; : : : : (1.3 - 2)ÅðåéäÞ ç g åßíáé óõíå÷Þò, áí ç áêïëïõèßá óõãêëßíåé, èá ðñÝðåég (x∗) = limi→+∞

g (xi) = limi→+∞

xi+1 = x∗;ïðü�å �ï x∗ èá åßíáé Ýíá ó�áèåñü óçìåßï �çò óõíÜñ�çóçò g êáé êá�Ü óõíÝðåéáç æç�ïýìåíç ñßæá �çò f .Ç ìÝèïäïò áõ�Þ �ïõ ðñïóäéïñéóìïý �çò ñßæáò ìéáò åîßóùóçò åßíáé ãíùó�Þóáí ç ìÝèïäïò �ùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí (�xed point iteration)êáé ðåñéãñÜöå�áé ó�ïí Áëãüñéèìï 1.3 - 1. Õðåíèõìßæå�áé ó�ï óçìåßï áõ�üü�é, üðùò êáé ó�ç ìÝèïäï �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ, áíÜëïãá êñé�Þñéá äéáêïðÞò�ùí åðáíáëÞøåùí éó÷ýïõí êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �çò ìåèüäïõ �ùí äéáäï÷éêþíðñïóåããßóåùí.



ÌÝèïäïò �ùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí 13Áëãüñéèìïò 1.3 - 1 (ìåèüäïõ �ùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí)
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∥

∥
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∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

ÄåäïìÝíá: áñ÷éêÞ �éìÞ x0; áêñßâåéá åìÝãéó�ïò áñéèìüò åðáíáëÞøåùíN�éá i = 1; 2; : : : ; Nx = g(x0)áí f(x) = 0 Þ |x1 − x0| < å �ýðùóå x STOPx0 = x�Ýëïò iÔýðùóå \ÌÅÈÏÄÏÓ ÌÇ ÁÊÑÉÂÇÓ"Óçìåßùóç 1.3 - 1Ó�éò åöáñìïãÝò êáé �éò áóêÞóåéò �ïõ ìáèÞìá�ïò èá äßíïí�áé ç åðáíáëçð�éêÞóõíÜñ�çóç g(x) êáé ç áñ÷éêÞ �éìÞ x0.�áñÜäåéãìá 1.3 - 1¸ó�ù ç åîßóùóç6 f(x) = x3 + 2x2 + 10x − 20 = 0ðïõ ãñÜöå�áé x (x2 + 2x+ 10
)

= 20, ïðü�å óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (1:3 − 1)èá Ý÷ïõìå x = g(x) = 20x2 + 2x+ 10
: (1.3 - 3)Ôü�å áðü �çí (1:3−3) óå óõíäõáóìü ìå �çí (1:3−2) ðñïêýð�åé ç åðáíáëçð�éêÞó÷Ýóç xi+1 =

20x2i + 2xi + 10
; i = 0; 1; : : : : (1.3 - 4)6ÂëÝðå �áñÜäåéãìá 1.2 - 2 åîßóùóç h(x) = 0.



14 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�ßíáêáò 1.3 - 1: �áñÜäåéãìá 1.3 - 1: áðï�åëÝóìá�á ìåèüäïõ äéáäï÷éêþíðñïóåããßóåùíi xi i xi1 1.538 461 538 11 1.368 857 6882 1.295 019 157 12 1.368 786 102... ... ... ...10 1.368 696 397 20 1.368 808 075Áí x0 = 1 ç áñ÷éêÞ �éìÞ, �ü�å áðü �çí (1:3 − 4) äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìåãéá i = 0; x0+1 = x1 =
20x20 + 2x0 + 1

=
20

12 + 2 ∗ 1 + 10

≈ 1:538 461 538i = 1; x1+1 = x2 =
20x21 + 2x1 + 1

=
20

1:538 461 5382 + 2 ∗ 1:538 461 538 + 10

≈ 1:295 019 157... ... ...Áðü �á áðï�åëÝóìá�á ðïõ äßíïí�áé ó�ïí �ßíáêá 1.3 - 1, ðñïêýð�åé ü�é çæç�ïýìåíç ñßæá ìå áêñßâåéá 9 äåêáäéêþí øçößùí ó�çí 20ç åðáíÜëçøç åßíáé çx = 1:368 808 075. Ç èåùñç�éêÞ ñßæá �çò åîßóùóçò ìå ðñïóÝããéóç 9 äåêáäéêþíøçößùí õðïëïãßó�çêå ü�é åßíáé ç x∗ = 1:368 808 108. ¢ñá õðÜñ÷åé óöÜëìá
|x∗ − x| = 3:3 × 10−8. Ôï óöÜëìá áõ�ü åßíáé ìéêñü�åñï áðü �ï áí�ßó�ïé÷ïóöÜëìá 3:15 × 10−7 �çò ìåèüäïõ �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ (âëÝðå �áñÜäåéãìá 1.2- 2 �ßíáêáò 1.2 - 3).Ï õðïëïãéóìüò �çò ëýóçò �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 1.3 - 1 ìå �ï MATHEMAT-ICA äßíå�áé ó�ï �ñüãñáììá 1.3 - 1 êáé ìå �ï MATLAB ó�ï 1.3 - 2.



ÌÝèïäïò �ùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí 15�ñüãñáììá 1.3 - 1 (MATHEMATICA)f[x_℄:=20/(x^2+2x+10);n=20;x=1;Print["i"," , ","x_i"℄;Do[y=f[x℄; Print[i," , ",N[y,10℄℄;x=y,{i,1,n}℄�ñüãñáììá 1.3 - 2 (MATLAB)>> x=1;>> for i=1:20>> y=20/(x^2+2*x+10);>> x=y;>> format long>> y>> end�áñÜäåéãìá 1.3 - 2¸ó�ù ç åîßóùóçg(x) = x2 − 4x+ 3 = 0 ìå ñßæåò �éò x1 = 1 êáé x2 = 3: (1.3 - 5)¸íáò �ñüðïò õðïëïãéóìïý �ùí ñéæþí ìå �ç ìÝèïäï �ùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããß-óåùí åßíáé íá ãñáöåß ç åîßóùóç (1:3 − 5) óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (1:3 − 1) óåìéá áðü �éò ðáñáêÜ�ù �Ýóóåñéò ìïñöÝò:g1(x) = √
3− 4x ; g2(x) = 3

4− x ; g3(x) = x2 + 3

4
; g4(x) = x2 − 3

2(x− 2)
:Áðü �éò ðáñáðÜíù ìïñöÝò óýìöùíá ìå �çí (1:3−2) Ý÷ïõìå �éò åðáíáëçð�éêÝòó÷Ýóåéòxi+1

1 = g1 (xi1) =
√

4xi1 − 3 ; xi+1
2 = g2 (xi2) =

3

4− xi2 ;xi+1
3 = g3 (xi3) =

(xi3)2 + 3

4
; xi+1

4 = g4 (xi4) =

(xi4)2 − 3

2
(xi4 − 2

) :Èåùñþí�áò êáé ãéá �éò �ñåéò ó÷Ýóåéò óáí áñ÷éêÞ �éìÞ �çí x0 = 4:5, Ý÷ïõìå�á áðï�åëÝóìá�á �ïõ �ßíáêá 1.3 - 2. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ç áêïëïõèßá g1óõãêëßíåé áñãÜ ó�ç ñßæá 3, ç g2 üìïéá áñãÜ ó�ç ñßæá 1, ç g3 áðïêëßíåé, åíþ çg4 óõãêëßíåé ãñÞãïñá ó�ç ñßæá 3.



16 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�ßíáêáò 1.3 - 2: �áñÜäåéãìá 1.3 - 2: áðï�åëÝóìá�á åöáñìïãÞò ìåèüäïõäéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ó�éò ìïñöÝò xik; k = 1; 2; 3; 4:i xi1 xi2 xi3 xi31 3.317 6.000 3.813 3.0832 3.204 -1.500 4.384 3.0033 3.133 0.546 5.554 3.0004 3.087 0.868 8.463 3.000... ... ... ...10 3.007 1.000 1:155 × 1022 3.000ÁóêÞóåéò1. ¸ó�ù ç åîßóùóç x4 + 2x2 − x− 3 = 0 ðïõ ãñÜöå�áé ùò:i) x =
(

3 + x− 2x2)1=4 iii) x =
[(

3 + x− x4) =2]1=2ii) x =

(

3 + xx2 + 2

)1=2 iv) x =
3x4 + 2x2 + 3

4x3 + 4x− 1
:Áí x0 = 1, ãéá êÜèå ðåñßð�ùóç íá ïñéó�åß ç áí�ßó�ïé÷ç åðáíáëçð�éêÞ ó÷Ýóçêáé óýìöùíá ìå áõ�Þ íá õðïëïãéó�åß ï üñïò x5. �ïéá ìïñöÞ ðñïóåããßæåéêáëý�åñá �ç ñßæá �çò åîßóùóçò;5. �éá íá õðïëïãéó�åß ç 71=5, èåùñåß�áé ç åîßóùóç x5 − 7 = 0 áðü �çí ïðïßáðñïêýð�ïõí ïé åðáíáëçð�éêÝò ó÷Ýóåéò:i) xi+1 =

(

1 +
7− x3ix2i )1=2 iii) xi+1 = xi − x5i − 7

5x4iii) xi+1 = xi − x5i − 7x2i iv) xi+1 = xi − x5i − 7

12
.Áí x0 = 1, íá �áîéíïìçèïýí ïé ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò âÜóåé �çò �á÷ý�ç�áò óýãêëéóÞò�ïõò.3. Äåßî�å ü�é ç åîßóùóç x − 2−x = 0 Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç ó�ï äéÜó�çìá

[1=3; 1] �çí ïðïßá êáé íá ðñïóäéïñßóå�å ìå áêñßâåéá å = 10−4.



ÌÝèïäïò �ïõ Newton 171.4 ÌÝèïäïò �ïõ NewtonÇ ìÝèïäïò �ùí Newton-Raphson7 Þ áðëÜ ìÝèïäïò �ïõ Newton8 åßíáé ç ðëÝïíãíùó�Þ êáé ç ðåñéóóü�åñï ÷ñçóéìïðïéïýìåíç ìÝèïäïò õðïëïãéóìïý �ùí ñéæþí�çò åîßóùóçò f(x) = 0.ÕðÜñ÷ïõí ðïëëïß �ñüðïé ðáñïõóßáóçò �çò ìåèüäïõ, üðùò ìÝóù �çò ãñáöé-êÞò ðáñÜó�áóçò �çò óõíÜñ�çóçò Þ üðùò êõñßùò óõíçèßæå�áé ìå �ï ðïëõþíõìï�ïõ Taylor. ¸ó�ù ü�é ç óõíÜñ�çóç f ìå ðåäßï ïñéóìïý [a; b] Ý÷åé ðáñáãþãïõòìÝ÷ñé êáé äåý�åñçò �Üîçò óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò ó�ï [a; b]. Áí î ∈ [a; b], �ü�åáðü �ïí �ýðï �ïõ Taylor Ý÷ïõìåf(x) ≈ f(î) + (x− î)f ′(î) + (x− î)2
2

f ′′(î):ÕðïèÝ�ïí�áò ü�é ç �éìÞ x = x∗ åßíáé ñßæá �çò f , äçëáäÞ f (x∗) = 0, ç ðáñáðÜíùó÷Ýóç ãñÜöå�áé
0 = f(î) + (x∗ − î) f ′(î) + (x∗ − î)2

2
f ′′ (î) : (1.4 - 1)Ç ìÝèïäïò �ïõ Newton ðñïêýð�åé áðü �çí (1:4− 1) èåùñþí�áò ü�é ï áñéèìüò

|x∗−î| åßíáé ðïëý ìéêñüò, ïðü�å ï üñïò (x∗ − î)2 åßíáé äõíá�üí íá ðáñáëåéöèåß.Ôü�å
0 ≈ f(î) + (x∗ − î) f ′(î)ðïõ, ü�áí ëõèåß ùò ðñïò x∗, äßíåéx∗ ≈ î − f(î)f ′(î) : (1.4 - 2)Ç (1:4− 2), ðïõ åßíáé �çò ìïñöÞò (1:3−1), äçëáäÞ x = g(x), ü�áí óõíäõáó�åßìå �çí (1:3 − 2), ïñßæåé �çí ðáñáêÜ�ù åðáíáëçð�éêÞ ó÷Ýóçxi+1 = xi − f (xi)f ′ (xi) ; i = 0; 1; : : : (1.4 - 3)7JOSEPH RAPHSON (1648-1715): ¢ããëïò ìáèçìá�éêüò, ãíùó�üò ãéá �çí ïìþíõìçìÝèïäï.8Sir ISAAC NEWTON (1643-1727): ¢ããëïò öõóéêüò êáé ìáèçìá�éêüò ðïõ èåùñåß�áéóáí Ýíáò áðü �ïõò óçìáí�éêü�åñïõò åðéó�Þìïíåò ó�çí éó�ïñßá �çò áíèñùðü�ç�áò. Ôï Ýñãï�ïõ Prinipia, ðïõ äçìïóéåý�çêå �ï 1687, èåùñåß�áé èåìåëéþäåò ó�ï ÷þñï �ùí èå�éêþíåðéó�çìþí. Ó�ç öõóéêÞ ìå�áîý �ùí Üëëùí äéá�ýðùóå �ïõò íüìïõò �çò âáñý�ç�áò, åíþ ó�áìáèçìá�éêÜ ìáæß ìå �ïí Leibniz óõíÝâáëå ó�ç èåìåëßùóç �ïõ äéáöïñéêïý êáé ïëïêëçñù�éêïýëïãéóìïý, áíÝð�õîå �çí ïìþíõìç ðñïóåããéó�éêÞ ìÝèïäï ðïõ äçìïóéåý�çêå �ï 1685 ê.ëð.



18 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÁëãüñéèìïò 1.4 - 1 (ìåèüäïõ �ïõ Newton)
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ÄåäïìÝíá: áñ÷éêÞ �éìÞ x0; áêñßâåéá åìÝãéó�ïò áñéèìüò åðáíáëÞøåùíN�éá i = 1; 2; : : : ; Nx = x0 − f (x0)f ′ (x0)áí f(x) = 0 Þ |x1 − x0| < å �ýðùóå x STOPx0 = x�Ýëïò iÔýðùóå \ÌÅÈÏÄÏÓ ÌÇ ÁÊÑÉÂÇÓ"ðñïóäéïñéóìïý �çò ñßæáò x∗ �çò åîßóùóçò f(x) = 0. Ç ìÝèïäïò áõ�Þ åßíáéãíùó�Þ óáí ìÝèïäïò �ïõ Newton êáé ðåñéãñÜöå�áé ó�ïí Áëãüñéèìï 1.4 -1.Óçìåéþóåéò 1.4 - 1i) Ó�éò åöáñìïãÝò êáé �éò áóêÞóåéò �ïõ ìáèÞìá�ïò èá äßíå�áé ç áñ÷éêÞ�éìÞ x0.ii) Ôá êñé�Þñéá äéáêïðÞò �ùí åðáíáëÞøåùí �ùí ðáñáãñÜöùí 1.2 êáé 1.3éó÷ýïõí êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �çò ìåèüäïõ �ïõ Newton.�áñÜäåéãìá 1.4 - 1¸ó�ù ç åîßóùóç (âëÝðå �áñáäåßãìá�á 1.2 - 2 êáé 1.3 - 1)f(x) = x3 + 2x2 + 10x − 20 = 0:Ôü�å f ′(x) = 3x2 + 4x+ 10, ïðü�å áðü �ïí �ýðï (1:4− 3) ðñïêýð�åéxi+1 = xi − x3i + 2x2i + 10xi − 20

3x2i + 4xi + 10

=
2
(x3i + x2i + 10

)

3x2i + 4xi + 10
; i = 0; 1; : : : : (1.4 - 4)



ÌÝèïäïò �ïõ Newton 19�ßíáêáò 1.4 - 1: �áñÜäåéãìá 1.4 - 1: áðï�åëÝóìá�á ìåèüäïõ Newton ìåáñ÷éêÞ �éìÞ x0 = 1i xi i xi0 1.411 764 706 3 1.368 808 1081 1.369 336 471 4 1.368 808 1082 1.368 808 189Áí x0 = 1 ç áñ÷éêÞ �éìÞ, �ü�å áðü �çí (1:4− 4) äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìåãéá i = 0; x0+1 = x1 =
2
(x30 + x20 + 10

)

3x20 + 4x0 + 10

=
2
(

13 + 12 + 10
)

3 ∗ 12 + 4 ∗ 1 + 10
≈ 1:411 764 706i = 1; x1+1 = x2 =

2
(x31 + x21 + 10

)

3x21 + 4x1 + 10
= · · · ≈ 1:369 336 471... ... ...Áðü �á áðï�åëÝóìá�á �ùí ðáñáðÜíù õðïëïãéóìþí, ðïõ äßíïí�áé ó�ïí �ßíáêá1.4 - 1, ðñïêýð�åé ü�é ç æç�ïýìåíç ñßæá ìå áêñßâåéá 9 äåêáäéêþí øçößùíó�çí 4ç åðáíÜëçøç åßíáé ç x = 1:368 808 075. Ç �éìÞ áõ�Þ åß÷å õðïëïãéó�åßó�çí 20ç åðáíÜëçøç ó�ï �áñÜäåéãìá 1.3 - 1. ÅðåéäÞ ç èåùñç�éêÞ ñßæá �çòåîßóùóçò ìå ðñïóÝããéóç 9 äåêáäéêþí øçößùí åßíáé ç x∗ = 1:368 808 108,õðÜñ÷åé óöÜëìá |x∗ − x| = 3:3× 10−8. Ôï óöÜëìá áõ�ü åßíáé ìéêñü�åñï áðü�ï áí�ßó�ïé÷ï óöÜëìá 3:15 × 10−7 �çò ìåèüäïõ �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ (âëÝðå�áñÜäåéãìá 1.2 - 2 �ßíáêáò 1.2 - 3).Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá åðáíáëÞöèçêå ìå áñ÷éêÞ �éìÞ x0 = 1:375, ðïõÝ÷åé ðñïêýøåé áðü �çí 3ç åðáíÜëçøç �çò ìåèüäïõ �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ (âëÝðå�áñÜäåéãìá 1.2 - 2 �ßíáêáò 1.2 - 2) êáé �á áðï�åëÝóìá�á äßíïí�áé ó�ïí�ßíáêá 1.4 - 2, óýìöùíá ìå �á ïðïßá ðñïêýð�åé ü�é ç æç�ïýìåíç ñßæá ìåáêñßâåéá 6 äåêáäéêþí øçößùí ó�çí 2ç åðáíÜëçøç åßíáé ç x = 1:368 808 (çáýîçóç �çò áêñßâåéáò õðïëïãéóìïý �çò ñßæáò äåí ìå�Ýâáëå �ï áðï�Ýëåóìá).Áõ�ü åðéâåâáéþíåé �çí �áñá�Þñçóç 1.2 - 1.



20 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�ßíáêáò 1.4 - 2: �áñÜäåéãìá 1.4 - 1: áðï�åëÝóìá�á ìåèüäïõ Newton ìåáñ÷éêÞ �éìÞ x0 = 1:375 i xi0 1.368 8191 1.368 8082 1.368 808�ßíáêáò 1.4 - 3: �áñÜäåéãìá 1.4 - 2: áðï�åëÝóìá�á ìåèüäïõ Newtoni xi i xi0 2.25 3 2.236 067 9771 2.236 111 111 4 2.236 067 9772 2.236 067 978Õðïëïãéóìüò �å�ñáãùíéêÞò ñßæáòÏ õðïëïãéóìüò �çò �å�ñáãùíéêÞò ñßæáò åíüò èå�éêïý áñéèìïý, Ýó�ù A, åßíáééóïäýíáìïò ìå �çí åýñåóç �çò èå�éêÞò ñßæáò �çò åîßóùóçò f(x) = x2−A = 0.Ôü�å, åðåéäÞ f ′(x) = 2x, áðü �ïí �ýðï (1:4− 3) ðñïêýð�åéxi+1 =
1

2

(xi + Axi) ; i = 0; 1; : : : : (1.4 - 5)�áñÜäåéãìá 1.4 - 2¸ó�ù ü�é æç�åß�áé ï õðïëïãéóìüò �çò√5. Ôü�å óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (1:4−5)åßíáé A = 5, ïðü�å, áí x0 = 2, ðñïêýð�ïõí �á áðï�åëÝóìá�á �ïõ �ßíáêá 1.4- 3. Óýìöùíá ìå �á áðï�åëÝóìá�á áõ�Ü ó�çí 4ç åðáíÜëçøç Ý÷ïõìå áêñßâåéá
9 äåêáäéêþí øçößùí.Ó�ï �ñüãñáììá 1.4 - 1, áí�ßó�ïé÷á �ñüãñáììá 1.4 - 2 äßíå�áé ç ëýóç�ïõ �áñáäåßãìá�ïò 1.4 - 2 ìå �ï MATHEMATICA, áí�ßó�ïé÷á MATLABåöáñìüæïí�áò �ï ãåíéêü �ýðï (1:4 − 6).



ÌÝèïäïò �ïõ Newton 21�ñüãñáììá 1.4 - 1 (MATHEMATICA)f[x_℄:=((n-1)x+a/x^(n-1))/n; ïñéóìüò �ýðïõn=2;a=2;x=1;m=4; m áñéèìüò åðáíáëÞøåùíPrint["i"," , ","x_i"℄;Do[y=f[x℄;Print[i," , ",N[y,10℄℄;x=y,{i,1,m}℄�ñüãñáììá 1.4 - 2 (MATLAB)>> n=2;a=2;x=1;>> for i=1:4>> y=((n-1)*x+a/x^(n-1))/n;>> x=y;>> format long>> y>> endÕðïëïãéóìüò � - �Üîçò ñßæáòÇ ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá åöáñìüæå�áé åðßóçò êáé ó�ïí õðïëïãéóìü �çò �-�Üîçòñßæáò �ïõ áñéèìïý A ìå �çí åîßóùóç f(x) = x�−A = 0. Ôü�å f ′(x) = �x�−1,ïðü�å Ý÷ïõìå �çí åðáíáëçð�éêÞ ó÷Ýóçxi+1 =
1� [(� − 1)xi + Ax�−1i ]

; i = 0; 1; : : : : (1.4 - 6)Óçìåéþóåéò 1.4 - 2i) ÌåãÜëç óçìáóßá ãéá �ç óýãêëéóç �çò ìåèüäïõ �ïõ Newton Ý÷åé çêá�Üëëçëç åêëïãÞ �çò áñ÷éêÞò �éìÞò x0, êÜ�é ðïõ Ýãéíå åìöáíÝò ó�çèåùñç�éêÞ áðüäåéîç �ïõ �ýðïõ (1:4 − 3), ü�áí èåùñÞèçêå ü�é ï üñïò
(x∗ − î)2 åßíáé áñêïýí�ùò ìéêñüò, Ý�óé þó�å íá åßíáé äõíá�üí íá ðáñáëåé-öèåß. ¸÷åé ðáñá�çñçèåß ü�é ç ìç óùó�Þ åêëïãÞ �çò áñ÷éêÞò �éìÞò x0åßíáé äõíá�üí íá ïäçãÞóåé óå áðüêëéóç �çò ìåèüäïõ.ii) Áðïäåéêíýå�áé ü�é ç ìÝèïäïò �ïõ Newton óõãêëßíåé �å�ñáãùíéêÜ ó�çñßæá x∗, ü�áí Ý÷åé ãßíåé êá�Üëëçëç åêëïãÞ �çò áñ÷éêÞò �éìÞò x0 êáéf ′ (x∗) 6= 0 (âëÝðå Ïñéóìü 1.1 - 3).



22 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòiii) ¸íá ìåãÜëï ìåéïíÝê�çìá �çò ìåèüäïõ �ïõ Newton åßíáé ç ãíþóç �çòðáñáãþãïõ f ′(x) �çò óõíÜñ�çóçò ðïõ, üðùò åßíáé ãíùó�ü ó�ïí áíáãíþ-ó�ç áðü ðñïâëÞìá�á �ùí åöáñìïãþí, ç ðáñÜãùãïò áõ�Þ �éò ðåñéóóü�åñåòöïñÝò åßíáé äýóêïëï Þ êáé áäýíá�ïí íá õðïëïãéó�åß. Ó�éò ðåñéð�þóåéòáõ�Ýò õðÜñ÷ïõí Üëëåò ìÝèïäïé ëýóçò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, ïé ïðïßåò ÷ñçóéìï-ðïéïýí �ïí êá�Ü ðñïóÝããéóç õðïëïãéóìü �çò ðáñáãþãïõ, ìßá �ùí ïðïßùíäßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá.1.4.1 ÌÝèïäïò �ùí ÷ïñäþíÓýìöùíá ìå �ïí ïñéóìü �çò ðáñáãþãïõ Ý÷ïõìå ü�éf ′ (xi) = limx→xi f(x)− f (xi)x− xi :¸ó�ù ü�é x = xi−1. Ôü�å ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ãñÜöå�áéf ′ (xi) ≈ f (xi−1)− f (xi)xi−1 − xi =
f (xi)− f (xi−1)xi − xi−1

;ïðü�å, áí�éêáèéó�þí�áò ó�çí (1:4− 3), ðñïêýð�åéxi+1 = xi − f (xi) (xi − xi−1)f (xi)− f (xi−1)
ãéá êÜèå i = 1; 2; : : : : (1.4 - 7)Ç ìÝèïäïò ðïõ ïñßæå�áé áðü �çí (1:4 − 7) åßíáé ãíùó�Þ óáí ç ìÝèïäïò �ùí÷ïñäþí (seant method) êáé ç åöáñìïãÞ �çò áðáé�åß äýï áñ÷éêÝò �éìÝò. ÇìÝèïäïò ðåñéãñÜöå�áé ó�ïí Áëãüñéèìï 1.4 - 2.�áñÜäåéãìá 1.4 - 3¸ó�ù ç åîßóùóçf(x) = cos x− x = 0 ìå áñ÷éêÝò �éìÝò x0 = 0:5 êáé x1 = �

4
:Ôü�å ç (1:4 − 7) ãñÜöå�áéxi+1 = xi − (cos xi − xi) (xi − xi−1)

(cos xi − xi)− (cos xi−1 − xi−1)
ãéá êÜèå i = 1; 2; : : : ;áðü �çí ïðïßá ðñïêýð�ïõí �á áðï�åëÝóìá�á �ïõ �ßíáêá 1.4 - 4 üðïõ ï üñïòx5 äßíåé áêñßâåéá 7 äåêáäéêþí øçößùí, åíþ ç áêñßâåéá áõ�Þ óõíÝâáéíå ó�ïíüñï x3 �ïõ �ßíáêá 1.4 - 1.



ÌÝèïäïò �ïõ Newton 23
Áëãüñéèìïò 1.4 - 2 (ìåèüäïõ �ùí ÷ïñäþí)
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ÄåäïìÝíá: áñ÷éêÝò �éìÝò x0; x1 áêñßâåéá åìÝãéó�ïò áñéèìüò åðáíáëÞøåùíNy0 = f (x0) ; y1 = f (x1)�éá i = 1; 2; : : : ; Nx = x1 − y1 (x1 − x0)y1 − y0áí f(x) = 0 Þ |y1 − y0| < å; �ýðùóå x STOPx0 = x1; y0 = y1�Ýëïò iÔýðùóå \ÌÅÈÏÄÏÓ ÌÇ ÁÊÑÉÂÇÓ"
�ßíáêáò 1.4 - 4: �áñÜäåéãìá 1.4 - 3: áðï�åëÝóìá�á ìåèüäïõ �ùí ÷ïñäþíi xi i xi0 0.5 3 0.739 058 13941 0.785 398 1635 4 0.739 085 14922 0.736 384 1390 5 0.739 085 1334



24 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÓçìåßùóç 1.4 - 1Áðïäåéêíýå�áé ü�é ç ìÝèïäïò �ùí ÷ïñäþí óõãêëßíåé ðéï áñãÜ óå óýãêñéóçìå �ç ìÝèïäï �ïõ Newton. Óáí óõìðÝñáóìá åßíáé äõíá�üí íá ãñáöåß ü�éç ìÝèïäïò �ïõ Newton óáí �á÷ý�åñç Þ ç ìÝèïäïò �ùí ÷ïñäþí �åëéêÜ åßíáéåêåßíåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ó�ç ëýóç �ùí ðåñéóóü�åñùí ðñïâëçìÜ�ùí, ü�áíõðÜñ÷ïõí áêñéâåßò áñ÷éêÝò �éìÝò. Áõ�Ýò ïé áñ÷éêÝò �éìÝò óõíÞèùò õðïëïãßæïí-�áé Þ áðü �ç ìÝèïäï �ïõ ìÝóïõ óçìåßïõ Þ áðü �ç ìÝèïäï �ùí äéáäï÷éêþíðñïóåããßóåùí.1.4.2 ¢ëëåò ìïñöÝò �çò ìåèüäïõ �ïõ NewtonÓ�ç óõíÝ÷åéá åîå�Üæå�áé ç ìÝèïäïò �ïõ Newton ãéá �çí ðåñßð�ùóç üðïõ çñßæá x∗ �çò åîßóùóçò f(x) = 0 åßíáé ðïëëáðëÞ. Õðåíèõìßæå�áé ü�é:Ïñéóìüò 1.4 - 1. Ìßá ñßæá x∗ �çò f(x) = 0 èá Ý÷åé ðïëëáðëü�ç�á p, ü�áíf (x∗) = f ′ (x∗) = : : : = f (p−1) (x∗) = 0 êáé f (p) (x∗) 6= 0: (1.4 - 8)Óýìöùíá ìå �ïí ïñéóìü ç ñßæá x∗ = 1 �çò åîßóùóçò f(x) = (x− 1)2 = 0 Ý÷åéðïëëáðëü�ç�á p = 2, åíþ ç ñßæá x∗ = −2 �çò g(x) = (x+2)3 = 0 Ý÷åé p = 3.Ó�çí ðåñßð�ùóç ýðáñîçò ðïëëáðëÞò ñßæáò ãéá �ç óýãêëéóç �çò ìåèüäïõ�ïõ Newton éó÷ýåé:�ñü�áóç 1.4 - 1. Áí ç x∗ åßíáé ìßá ñßæá �çò åîßóùóçò f(x) = 0 ìå ðïëëáðëü-�ç�á p, �ü�å ç ìÝèïäïò �ïõ Newton óõãêëßíåé ãñáììéêÜ ó�ç ñßæá x∗ ìåáóõìð�ù�éêÞ ó�áèåñÜ ëÜèïõò (p− 1)=p.�áñÜäåéãìá 1.4 - 4Åöáñìüæïí�áò �ç ìÝèïäï �ïõ Newton ó�éò åîéóþóåéòf1(x) = x2 − 1 = 0 ìå ñßæåò x∗ = 1; −1êáé f2(x) = (x− 1)2 ìå ñßæá x∗ = 1 ðïëëáðëü�ç�áò p = 2;



ÌÝèïäïò �ïõ Newton 25�ßíáêáò 1.4 - 5: �áñÜäåéãìá 1.4 - 4: áðï�åëÝóìá�á ìåèüäïõ �ïõ Newtonf1 (xi) i f2 (xi)2.0 0 2.01.25 1 1.51.025 2 1.251.000 304 3 1.1251.0 4 1.06255 1.03125ü�áí ç áñ÷éêÞ �éìÞ åßíáé êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò x0 = 2, ðñïêýð�ïõí �ááðï�åëÝóìá�á �ïõ �ßíáêá 1.4 - 5. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ç óýãêëéóç ó�ç ñßæá1 �çò åîßóùóçò f1(x) = 0 åßíáé �á÷ý�åñç (�å�ñáãùíéêÞ) áðü �ç óýãêëéóç �çòf2(x) = 0 ðïõ åßíáé ãñáììéêÞ ìå áóõìð�ù�éêÞ ó�áèåñÜ ëÜèïõò 1=2.ÌÝèïäïò �ïõ ShrôderÓ�çí ðåñßð�ùóç ðïëëáðëÞò ñßæáò åßíáé äõíá�üí íá Ý÷ïõìå åðßóçò �å�ñáãùíéêÞóýãêëéóç, ü�áí ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åðáíáëçð�éêÞ ó÷Ýóçxi+1 = xi − p f (xi)f ′ (xi) (1.4 - 9)ðïõ åßíáé ãíùó�Þ êáé óáí ìÝèïäïò �ïõ Shrôder, ü�áí p åßíáé ç ðïëëáðëü�ç�á�çò ñßæáò �çò åîßóùóçò f(x) = 0 üðïõ õðï�ßèå�áé ü�é õðÜñ÷åé ç f (3)(x) êáéåßíáé óõíå÷Þò óõíÜñ�çóç óå Ýíá áíïéê�ü äéÜó�çìá, Ýó�ù D, ðïõ ðåñéÝ÷åé �çñßæá x∗.ÔñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäïò �ïõ NewtonÔåëéêÜ ìßá ìÝèïäïò ðïõ åöáñìüæå�áé �üóï ó�çí ðåñßð�ùóç �çò áðëÞò üóïíêáé �çò ðïëëáðëÞò ñßæáò, Ýó�ù x∗, åßíáé åêåßíç ç ïðïßá ó�çñßæå�áé ó�ïíõðïëïãéóìü ìå êÜðïéá åðáíáëçð�éêÞ ìÝèïäï �çò ñßæáò �çò óõíÜñ�çóçò f̃(x) =f(x)=f ′(x). Ï õðïëïãéóìüò �çò ñßæáò �çò f̃ ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ, ü�áí



26 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò÷ñçóéìïðïéçèåß ç ìÝèïäïò �ïõ Newton, ãßíå�áé áðü �çí åðáíáëçð�éêÞ ó÷Ýóçxi+1 = xi − f (xi) f ′ (xi)
[f ′ (xi)]2 − f (xi) f ′′ (xi) ; i = 0; 1; ; : : : : (1.4 - 10)Ç ìÝèïäïò áõ�Þ ðïõ åßíáé ãíùó�Þ óáí ç �ñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäïò �ïõ New-ton (modi�ed Newton's method), åê�üò áðü �ïí áõîçìÝíï áñéèìü ðñÜîåùí,Ý÷åé êáé �ï ðñüâëçìá �ïõ õðïëïãéóìïý �çò äåý�åñçò �Üîçò ðáñáãþãïõ �çòf . �åíéêÜ ç ìÝèïäïò áõ�Þ ðáñïõóéÜæåé ìåãÜëá óöÜëìá�á ó�ñïããõëïðïßçóçò,êõñßùò ü�áí ó�çí (1:4 − 10) ï ðáñáíïìáó�Þò åßíáé äéáöïñÜ äýï ðïëý ìéêñþíáñéèìþí.�áñÜäåéãìá 1.4 - 5�éá �ç óýãêñéóç �çò êáíïíéêÞò ìå �çí �ñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäï �ïõ Newton,Ýó�ù ç åîßóùóç f(x) = x3 + 4x2 − 10 = 0üðïõ ìßá ñßæá �çò åßíáé ç x∗ = 1:3652 3001. Ôü�å ç ìÝèïäïò �ïõ Newton äßíåé�çí ðáñáêÜ�ù åðáíáëçð�éêÞ ó÷Ýóçxi+1 = xi − x3i + 4x2i − 10

3x2i + 8xi ;åíþ ç �ñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäïò �ïõ Newton �çíxi+1 = xi − (x3i + 4x2i − 10
) (

3x2i + 8xi)
(

3x2i + 8xi)2 − (x3i + 4x2i − 10
)

(6xi + 8)
:Áí x0 = 1:5, Ý÷ïõìå �á áðï�åëÝóìá�á �ïõ �ßíáêá 1.4 - 6.�áñÜäåéãìá 1.4 - 6¸ó�ù ç åîßóùóç f(x) = (x

2
− sin x)2

= 0ðïõ ðñïöáíþò ìßá ñßæá �çò, åöüóïí õðÜñ÷åé, èá ðñÝðåé íá Ý÷åé ðïëëáðëü�ç�á
2. Ôü�å ìå áñ÷éêÞ �éìÞ x0 = �=2 Ý÷ïõìå �á áðï�åëÝóìá�á �ïõ �ßíáêá 1.4 -7.



ÌÝèïäïò �ïõ Newton 27
�ßíáêáò 1.4 - 6: �áñÜäåéãìá 1.4 - 5: áðï�åëÝóìá�á ìåèüäùí Newton êáé�ñïðïðïéçìÝíçò Newtoni Newton f̃1 1.3733 3333 1.3568 98982 1.3652 6201 1.3651 95853 1.3652 3001 1.3652 3001
�ßíáêáò 1.4 - 7: �áñÜäåéãìá 1.4 - 6: áðï�åëÝóìá�á ìåèüäùí Newton,Srôder êáé �ñïðïðïéçìÝíçò Newtoni Newton Srôder f̃1 1.78540 2.0 1.801752 1.84456 1.90100 1.889633 1.87083 1.89551 1.895474 1.88335 1.89549 1.89549... ...10 1.89531... ...17 1.89549



28 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÁóêÞóåéò1. Åöáñìüó�å �ç ìÝèïäï �ïõ Newton êáé �ç ìÝèïäï �ùí ÷ïñäþí ìå áêñßâåéáå = 10−5 ó�ç ëýóç �ùí ðáñáêÜ�ù åîéóþóåùí, õðïëïãßæïí�áò êÜèå öïñÜ �çíêá�Üëëçëç áñ÷éêÞ �éìÞ x0:i) x− cos x = 0 áí x ∈ [0; �=2] iii) x3 − x− 1 = 0; [1; 2]ii) x3 + 3x2 − 1 = 0; [−4; 0] iv) x− 0:2 sin x− 0:8 = 0; [0; �=2].2. Åöáñìüæïí�áò �ïí �ýðï (1:4 − 6) íá õðïëïãéó�åß ç ñßæá 71=5 ìå áêñßâåéáå = 10−8. Íá ãßíåé óýãêñéóç ìå �á áðï�åëÝóìá�á �çò ¢óêçóçò 2 �çòðáñáãñÜöïõ 1.3.3. Íá ëõèåß ìå �ç ìÝèïäï �ïõ Shrôder êáé �çí �ñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäï �ïõNewton ç åîéóþóçx2 + 2xex + e2x = 0; ü�áí x0 = 0 êáé å = 10−3:



�áñÜñ�çìá AÓÔÏÉ×ÅÉÁ Á�Ï ÔÉÓÁÊÏËÏÕÈÉÅÓ
A.1 ÅéóáãùãÞÕðåíèõìßæïí�áé �þñá ïé ðáñáêÜ�ù Ýííïéåò áðü �ç èåùñßá �ùí áêïëïõèéþí1.¸ó�ù N �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí. Ôü�å:Ïñéóìüò A.1 - 1 (áêïëïõèßáò). ÊÜèå óõíÜñ�çóç �çò ìïñöÞòa : N −→ Å : � −→ a(�) (A.1 - 1)üðïõ N �ï óýíïëï �ùí öõóéêþí áñéèìþí êáé Å Ýíá ìç êåíü óýíïëï ëÝãå�áéáêïëïõèßá ó�ïé÷åßùí �ïõ óõíüëïõ Å.Ó�çí (A:1−1) �á ðñü�õðá, äçëáäÞ ïé öõóéêïß áñéèìïß �, ëÝãïí�áé äåßê�åò2,åíþ ïé åéêüíåò �ïõò üñïé �çò áêïëïõèßáò. Ç Ýêöñáóç a(�) óõìâïëßæå�áéóõíÞèùò ìå a� êáé ëÝãå�áé ï �-ïó�üò Þ ï ãåíéêüò üñïò �çò áêïëïõèßáò, äçëáäÞa� = a(�) ãéá êÜèå � ∈ N. Ó�çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ðïõ �ï óýíïëï E ⊆ ℜ,�ü�å ç áêïëïõèßá a� ëÝãå�áé áêïëïõèßá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. ¢ñá:1Ï áíáãíþó�çò ãéá ðåñáé�Ýñù ìåëÝ�ç ðáñáðÝìðå�áé ó�ç âéâëéïãñáößá êáé åéäéêü�åñá ó�ïâéâëßï Á. ÌðñÜ�óïò [3℄ Êåö. 5.2Ó�ï �áñÜñ�çìá Á ïé äåßê�åò èá óõìâïëßæïí�áé ìå � áí�ß �ïõ i, ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêåó�éò ðñïçãïýìåíåò ðáñáãñÜöïõò �ïõ ìáèÞìá�ïò.29



30 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÏñéóìüò A.1 - 2. Ïñßæå�áé óáí áêïëïõèßá �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþíêÜèå ìïíïóÞìáí�ç áðåéêüíéóç �ïõ óõíüëïõ N �ùí öõóéêþí áñéèìþí ó�ïóýíïëï �ùí ðñáãìá�éêþí áñéèìþí ℜ.�áñÜäåéãìá A.1 - 1¸ó�ù ç áêïëïõèßá ìå ãåíéêü üñïa� =
��2 + 1

:Äßíïí�áò ó�ï � äéáäï÷éêÜ �éò �éìÝò 1; 2; : : : ; �; : : : ðñïêýð�ïõí ïé ðáñáêÜ�ùüñïé �çò áêïëïõèßáò
1

2
; 1
5
; : : : ; ��2 + 1

; : : : :Óçìåéþóåéò A.1 - 11. ¢ìåóá ðñïêýð�åé ü�é ìßá áêïëïõèßá åßíáé ïñéóìÝíç, ü�áí äßíå�áé ïãåíéêüò �çò üñïò a�.2. Ìßá áêïëïõèßá åßíáé åðßóçò ïñéóìÝíç, ü�áí äßíïí�áé åðáñêåßò üñïé �çòêáé Ýíáò áíáãùãéêüò �ýðïò Þ áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç, ðïõ åðé�ñÝðåé �ïíõðïëïãéóìü �ïõ üñïõ a� áðü �ïí a�−1 Þ ãåíéêü�åñá áðü ïñéóìÝíïõòðñïçãïýìåíïýò �ïõ.3. Åßíáé äõíá�üí óå ïñéóìÝíåò ðåñéð�þóåéò ïé �éìÝò �ïõ äåßê�ç � íá áñ÷ßæïõíáðü �ï 0.A.1.1 �ñÜîåéò ìå�áîý áêïëïõèéþí¸ó�ù (a�), (b�), � ∈ N äýï áêïëïõèßåò. Ôü�å ïñßæïí�áé ãéá êÜèå � ∈ N ïéðáñáêÜ�ù ðñÜîåéò:



�áñÜñ�çìá Á: ó�ïé÷åßá áðü �éò áêïëïõèßåò 31Éóü�ç�á (a�) = (b�), ü�áí a� = b�.�ñüóèåóç (a�) + (b�) = (a� + b�).�éíüìåíï (a�) (b�) = (a�b�).�çëßêï (a�)
(b�) =

(a�b� ) ìå b� 6= 0.�éíüìåíï ìå ðñáãìá�éêü áñéèìü ë (a�) = (ëa�); ë ∈ ℜ.Áðüëõ�ç �éìÞ |(a�)| = (|a� |).Ôå�ñáãùíéêÞ ñßæá √

(a�) = (√a�) êáé áíÜëïãáÑßæá k-�Üîçò ìå k ≥ 2 k√(a�) = ( k√a�).�áñá�Þñçóç A.1 - 1Ïé ðñÜîåéò �çò ðñüóèåóçò êáé �ïõ ãéíïìÝíïõ ãåíéêåýïí�áé åðáãùãéêÜ ãéáðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áêïëïõèéþí.A.1.2 ÖñáãìÝíç áêïëïõèßáÏñéóìüò A.1 - 3. Ç áêïëïõèßá (a�), � ∈ N åßíáé Üíù öñáãìÝíç �ü�å êáéìüíïí, ü�áí õðÜñ÷åé ðñáãìá�éêüò áñéèìüò s, �Ý�ïéïò þó�å áí ≤ s ãéá êÜèå� ∈ N.Ï áñéèìüò s, êáèþò êáé êÜèå Üëëïò ðñáãìá�éêüò áñéèìüò ðïõ åßíáé ìåãáëý-�åñïò áðü �ïí s, èá ëÝãå�áé Ýíá Üíù öñÜãìá �çò áêïëïõèßáò.Ïñéóìüò A.1 - 4. Ç áêïëïõèßá (a�), � ∈ N åßíáé êÜ�ù öñáãìÝíç �ü�å êáéìüíïí, ü�áí õðÜñ÷åé ðñáãìá�éêüò áñéèìüò ó, �Ý�ïéïò þó�å ó ≤ a� ãéá êÜèå� ∈ N.Ï áñéèìüò ó, êáèþò êáé êÜèå Üëëïò ðñáãìá�éêüò áñéèìüò ðïõ åßíáé ìéêñü-�åñïò áðü �ïí ó, èá ëÝãå�áé �ü�å Ýíá êÜ�ù öñÜãìá �çò áêïëïõèßáò.Ïñéóìüò A.1 - 5. Ç áêïëïõèßá (a�), � ∈ N åßíáé öñáãìÝíç �ü�å êáé ìüíïí,ü�áí åßíáé Üíù êáé êÜ�ù öñáãìÝíç, äçëáäÞ áí õðÜñ÷ïõí ðñáãìá�éêïß áñéèìïßó, s ìå ó ≤ s, �Ý�ïéïé þó�å ó ≤ a� ≤ s ãéá êÜèå � ∈ N.



32 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò¢ñá ìßá áêïëïõèßá (a�), � ∈ N åßíáé öñáãìÝíç �ü�å êáé ìüíïí, ü�áíõðÜñ÷åé êëåéó�ü äéÜó�çìá [ó; s] ó�ï ïðïßï áíÞêïõí üëïé ïé üñïé �çò.�áñÜäåéãìá A.1 - 2Ç áêïëïõèßá a� =
1� ; � ∈ Nåßíáé öñáãìÝíç, åðåéäÞ

0 ≤ a� =
1� ≤ 1 ;äçëáäÞ üëïé ïé üñïé �çò áíÞêïõí ó�ï äéÜó�çìá [0; 1].Ïñéóìüò A.1 - 6. Ç áêïëïõèßá (a�), � ∈ N åßíáé áðüëõ�á öñáãìÝíç �ü�åêáé ìüíïí, ü�áí õðÜñ÷åé èå�éêüò ðñáãìá�éêüò áñéèìüò, �Ý�ïéïò þó�å |a� | ≤ èãéá êÜèå � ∈ N.Ôï è èá ëÝãå�áé �ü�å Ýíá áðüëõ�ï öñÜãìá �çò áêïëïõèßáò. Åßíáé öáíåñüü�é áí ï è åßíáé Ýíá áðüëõ�ï öñÜãìá, �ü�å êáé êÜèå Üëëïò èå�éêüò áñéèìüòö > è åßíáé åðßóçò Ýíá áðüëõ�ï öñÜãìá �çò. �åíéêü�åñá éó÷ýåé:�ñü�áóç A.1 - 1. Ìßá öñáãìÝíç áêïëïõèßá åßíáé áðüëõ�á öñáãìÝíç êáéáí�ßó�ñïöá.Óýìöùíá ìå �çí ðáñáðÜíù ðñü�áóç ó�ï åîÞò ï üñïò öñáãìÝíç êáé áðüëõ�áöñáãìÝíç áêïëïõèßá èá ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ìå �çí ßäéá óçìáóßá.�áñÜäåéãìá A.1 - 3Ç áêïëïõèßá a� =

�2 cos 5� +
√� sin 2��2 + 1

; � ∈ Nåßíáé öñáãìÝíç, åðåéäÞ
|a� | ≤ ∣

∣�2 cos 5� +
√� sin 2�∣∣�2 + 1

≤ �2 +√��2 + 1
≤ 2�2�2 + 1

< 2;äçëáäÞ |a� | < 2 ãéá êÜèå � ∈ N.



�áñÜñ�çìá Á: ó�ïé÷åßá áðü �éò áêïëïõèßåò 33A.1.3 Ìïíï�ïíßá áêïëïõèßáòÄßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá ç Ýííïéá �çò ìïíï�ïíßáò ìéáò áêïëïõèßáò. ¸ó�ù (a�),� ∈ N ìßá áêïëïõèßá ðñáãìá�éêþí áñéèìþí. Ôü�å èá ëÝãå�áé ü�é ç áêïëïõèßáåßíáé:Ïñéóìüò A.1 - 7 áýîïõóá �ü�å êáé ìüíïí, ü�áí éó÷ýåé a� ≤ a�+1 ãéá êÜèå� ∈ N.Ïñéóìüò A.1 - 8 ãíÞóéá áýîïõóá �ü�å êáé ìüíïí, ü�áí éó÷ýåé a� < a�+1ãéá êÜèå � ∈ N.Ïñéóìüò A.1 - 9 öèßíïõóá �ü�å êáé ìüíïí, ü�áí éó÷ýåé a� ≥ a�+1 ãéáêÜèå � ∈ N.Ïñéóìüò A.1 - 10 ãíÞóéá öèßíïõóá �ü�å êáé ìüíïí, ü�áí éó÷ýåé a� >a�+1 ãéá êÜèå � ∈ N.Ïñéóìüò A.1 - 11 ó�áèåñÞ �ü�å êáé ìüíïí, ü�áí éó÷ýåé a�+1 = a� ãéáêÜèå � ∈ N.Ìßá áêïëïõèßá (a�), � ∈ N ðïõ áíÞêåé óå ìßá áðü �éò êá�çãïñßåò ïñéóìþíA.1 - 7 Þ A.1 - 9 èá ëÝãå�áé ìïíü�ïíç áêïëïõèßá, åíþ ü�áí áíÞêåé ó�éò A.1- 8 Þ A.1 - 10 èá ëÝãå�áé ãíÞóéá ìïíü�ïíç áêïëïõèßá.�áñá�Þñçóåéò A.1 - 11. ÊÜèå ãíÞóéá ìïíü�ïíç áêïëïõèßá åßíáé êáé ìïíü�ïíç. Ôï áí�ßó�ñïöïäåí éó÷ýåé ðÜí�ï�å.2. Áí ç áêïëïõèßá (a�), � ∈ N åßíáé áýîïõóá, �ü�å a� ≥ á1 ãéá êÜèå� ∈ N, äçëáäÞ ç (a�) åßíáé êÜ�ù öñáãìÝíç ìå Ýíá êÜ�ù öñÜãìá �ïíðñþ�ï üñï �çò.¼ìïéá, áí ç áêïëïõèßá (a�), � ∈ N åßíáé öèßíïõóá, �ü�å a� ≤ á1,ãéá êÜèå � ∈ Ní, äçëáäÞ ç (a�) åßíáé Üíù öñáãìÝíç ìå Ýíá Üíù öñÜãìá�ïí ðñþ�ï üñï �çò.



34 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò3. �éá íá êáèïñéó�åß �ï åßäïò �çò ìïíï�ïíßáò ìéáò áêïëïõèßáò (a�), � ∈ N�éò ðåñéóóü�åñåò öïñÝò áêïëïõèåß�áé ìßá áðü �éò ðáñáêÜ�ù ìåèüäïõò:i) åîå�Üæå�áé �ï ðñüóçìï �çò äéáöïñÜò ∆� = a�+1 − a�,ii) áí ïé üñïé �çò a� äéá�çñïýí ðñüóçìï, �ü�å óõíÞèùò óõãêñßíå�áé ïëüãïò a�+1=a� ìå �ç ìïíÜäá, ïðü�å áðü �ç óýãêñéóç áõ�Þ åîÜãïí�áéóõìðåñÜóìá�á ãéá �ç ìïíï�ïíßá �çò áêïëïõèßáò,iii) õðïëïãßæå�áé ìå�áîý äýï Þ �ñéþí ðñþ�ùí üñùí �çò áêïëïõèßáò ìßáó÷Ýóç, áðü �çí ïðïßá ðñïêýð�åé ìßá Ýíäåéîç ìïíï�ïíßáò êáé Ýðåé�á,ìå �ç ìÝèïäï �çò �Ýëåéáò åðáãùãÞò, áðïäåéêíýå�áé ç áíéóï�éêÞó÷Ýóç, ç ïðïßá êáèïñßæåé �åëéêÜ �ï åßäïò �çò ìïíï�ïíßáò �çò áêïëïõ-èßáò.�áñÜäåéãìá A.1 - 4Ç áêïëïõèßá a� =
�� + 1

; � ∈ Nåßíáé ãíÞóéá áýîïõóá, åðåéäÞ
∆� = a�+1 − a� =

� + 1� + 2
− �� + 1

=
2

(� + 1)(� + 2)
> 0 ;äçëáäÞ a�+1 > a� ãéá êÜèå � ∈ N.�ñü�áóç A.1 - 2. Áí (k�), � ∈ N åßíáé ìßá ãíÞóéá áýîïõóá áêïëïõèßáöõóéêþí áñéèìþí, �ü�å éó÷ýåé k� ≥ � ãéá êÜèå � ∈ N.Ïñéóìüò A.1 - 12 (ðåñéï÷Þò). ¸ó�ù x0 ∈ ℜ êáé å > 0. Ôü�å ïñßæå�áéóáí ðåñéï÷Þ �ïõ x0 ìå áê�ßíá å êáé óõìâïëßæå�áé ìå $ (x0; �) Þ êáé áðëÜ$ (x0) �ï áíïéê�ü äéÜó�çìá (x0 − �; x0 + �).A.2 Óýãêëéóç áêïëïõèéþíÏñéóìüò A.2 - 1 (óýãêëéóçò). Èá ëÝãå�áé ü�é ìßá áêïëïõèßá (a�), � ∈ Nóõãêëßíåé ó�ïí ðñáãìá�éêü áñéèìü a Þ �åßíåé ó�ïí áñéèìü a Þ �ï üñéü �çò



�áñÜñ�çìá Á: ó�ïé÷åßá áðü �éò áêïëïõèßåò 35åßíáé ï áñéèìüò a êáé áõ�ü èá óõìâïëßæå�áé ìå a� → a Þ 3lim �−>+∞ a� = aÞ áðëÜ lim a� = a, �ü�å êáé ìüíïí, ü�áí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé äåßê�çòí0 = í0("), äçëáäÞ äåßê�çò ðïõ åîáñ�Ü�áé ãåíéêÜ áðü �ï ", �Ý�ïéïò þó�å íáéó÷ýåé
|a� − a| < " ãéá êÜèå � ≥ �0("): (A.2 - 2)Ó�çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ðïõ åßíáé a = 0, äçëáäÞ lim a� = 0, ç áêïëïõèßá (a�),í ∈ èá ëÝãå�áé ìçäåíéêÞ.Áðü �ïí Ïñéóìü A.2 - 1 ðñïêýð�åé ü�é, áí a� → a, �ü�å ç áêïëïõèßáÆ� = (a� − a), � ∈ N èá åßíáé ìçäåíéêÞ êáé áí�ßó�ñïöá. ¢ñá:
lim a� = a ⇐⇒ lim (a� − a) = 0: (A.2 - 3)�áñÜäåéãìá A.2 - 1Ç áêïëïõèßá a� =

1� ; � ∈ Nåßíáé ìçäåíéêÞ, åðåéäÞ ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé äåßê�çò í0 = í0("), ðïõ åßíáéìåãáëý�åñïò áðü �ï 1=".�ñÜãìá�é, áí �0 = [1="] + 1 = �0("), �ü�å ãéá êÜèå � ≥ �0(") èá åßíáé� > 1=" Þ 1=� < ", äçëáäÞ |a�| = 1=� < ", ïðü�å a� = 1=� → 0.�áñÜäåéãìá A.2 - 2Ç áêïëïõèßá a� =
�2 − ��2 + 1

; � ∈ Nóõãêëßíåé ó�ï 1, åðåéäÞ
|a� − 1| =

∣

∣

∣

∣

∣

�2 − ��2 + 1
− 1

∣

∣

∣

∣

∣

=
� + 1�2 + 1

≤ 2� < " ìå " > 0;ïðü�å � > 2=". Ôü�å õðÜñ÷åé äåßê�çò �0 = �0("), ðïõ åßíáé ìåãáëý�åñïòáðü �ï 2=" êáé áõ�ü åðåéäÞ, áí åßíáé �0 = [2="] + 1 = �0("), �ü�å ãéá êÜèå� ≥ �0(") èá åßíáé � > 2=" Þ 2=� < ", äçëáäÞ |a� − 1| < ", ïðü�å lim a� = 1.3Ï óõìâïëéóìüò lim åßíáé ç óõãêïðÞ �çò ëÝîçò limes, ðïõ óçìáßíåé üñéï êáé ó�ï åîÞò,ü�áí ÷ñçóéìïðïéåß�áé, èá óçìáßíåé lim� → +∞, åê�üò êáé áí äéáöïñå�éêÜ ïñßæå�áé.



36 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�áñÜäåéãìá A.2 - 3Ç áêïëïõèßá a� = (−1)� ; � ∈ N äåí óõãêëßíåé ó�ï ℜ.�ñÜãìá�é, áí õðï�åèåß ü�é óõãêëßíåé ðñïò Ýíáí áñéèìü, Ýó�ù x (Ü�ïðïòáðáãùãÞ), �ü�å ãéá êÜèå " > 0, Üñá êáé ãéá " = 1=2, èá õðÜñ÷åé äåßê�çò�0 ∈ N, Ý�óé þó�å |(−1)� − x| ≤ 1=2 ãéá êÜèå � ≥ �0. Ôü�å üìùò, åðåéäÞ�0 < �0 + 1 åßíáé |(−1)�0 − x| < 1=2 êáé ∣∣(−1)�0+1 − x∣∣ < 1=2, ïðü�å Ý÷ïõìå
∣

∣

∣(−1)�0+1 − (−1)�0 ∣∣∣ ≤ ∣

∣

∣(−1)�0+1 − x∣∣∣ + |(−1)�0 − x| < 1

2
+

1

2
= 1;äçëáäÞ ∣∣(−1)�0+1 − (−1)�0 ∣∣ < 1, åíþ ðñïöáíþò ∣∣(−1)�0+1 − (−1)�0 ∣∣ = 2.¢ñá ç õðüèåóç ü�é ç áêïëïõèßá óõãêëßíåé ïäçãåß óå Ü�ïðï, ðïõ óçìáßíåéü�é ç a� äåí óõãêëßíåé ó�ï ℜ.Éäéü�ç�åò óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþíÄßíïí�áé ó�ç óõíÝ÷åéá ïé êõñéü�åñåò éäéü�ç�åò �ùí óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþí.I. Ôï üñéï ìéáò óõãêëßíïõóáò áêïëïõèßáò (a�), � ∈ N åßíáé ìïíïóÞìáí�áïñéóìÝíï.II. Áí � ∈ N êáé a ∈ ℜ, �ü�å éó÷ýåé ç éóïäõíáìßáa� → a ⇐⇒ a�+� → a: (A.2 - 4)Óçìåßùóç A.2 - 1Ç Éäéü�ç�á II éóïäýíáìá äéá�õðþíå�áé åðßóçò ùò åîÞò:ç äéáãñáöÞ Þ ç ðñïóèÞêç üñùí ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïòäåéê�þí, äåí åðçñåÜæåé �ç óýãêëéóç ìéáò áêïëïõèßáò. Áõ�ü óõìâáßíåé,ãéá�ß ç éäéü�ç�á �çò óýãêëéóçò ìéáò áêïëïõèßáò áíÞêåé ó�éò éäéü�ç�åò,ðïõ éó÷ýïõí �åëéêÜ ãéá üëïõò �ïõò äåßê�åò. Åýêïëá äéáðéó�þíå�áéü�é áðü Ýíá äåßê�ç êáé ìå�Ü, ãéá �çí ðñþ�ç áêïëïõèßá ïé üñïé �ùíáêïëïõèéþí (a�) êáé (a�+�) èá óõìðßð�ïõí.III. ÊÜèå óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá åßíáé öñáãìÝíç.Ôï áí�ßó�ñïöï äåí éó÷ýåé ðÜí�ï�å, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí öñáãìÝíåò áêïëïõ-èßåò ðïõ äåí óõãêëßíïõí, üðùò ç áêïëïõèßá �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 5.1.4-2



�áñÜñ�çìá Á: ó�ïé÷åßá áðü �éò áêïëïõèßåò 37ðïõ åßíáé öñáãìÝíç, åðåéäÞ |a� | ≤ 1 ãéá êÜèå � ∈ N, áëëÜ üðùò Ý÷åéáðïäåé÷èåß ç (a�) äåí óõãêëßíåé. �ñïöáíþò ìßá ìç öñáãìÝíç áêïëïõèßáäåí óõãêëßíåé.IV. Ôï ãéíüìåíï ìçäåíéêÞò áêïëïõèßáò åðß öñáãìÝíç åßíáé ìçäåíéêÞ áêïëïõ-èßá. Áðü �çí éäéü�ç�á áõ�Þ ðñïêýð�åé:�üñéóìá A.2 - 1. Áí lim a� = a êáé k ∈ ℜ, �ü�å
lim (ka�) = ka: (A.2 - 5)V. Áí ç (b�), � ∈ N åßíáé ìçäåíéêÞ áêïëïõèßá êáé ç (a�), � ∈ N áêïëïõèßá,�Ý�ïéá þó�å ãéá êÜèå � ≥ �1 ∈ N íá éó÷ýåé

|a�| ≤ k |b� | ìå k > 0;�ü�å ç (a�) åßíáé åðßóçò ìçäåíéêÞ áêïëïõèßá.�áñÜäåéãìá A.2 - 4¸ó�ù ç áêïëïõèßá a� =
sin 5��2 + 3� + 1

:Ôü�å
|a�| = ∣

∣

∣

∣

sin 5��2 + 3� + 1

∣

∣

∣

∣

≤ 1�2 + 3� + 1
< 1�2 + 3� < 1

3
· 1� → 0 :¢ñá lim a� = 0.�üñéóìá A.2 - 2. Áí |a�| ≤ |b� | ãéá êÜèå � ∈ N êáé ç (b�) åßíáéìçäåíéêÞ áêïëïõèßá, �ü�å êáé ç áêïëïõèßá (a�) åßíáé ìçäåíéêÞ.VI. Áí b� ≤ a� ≤ � ãéá êÜèå � ≥ �0 êáé lim b� = a, lim � = a, �ü�å èáðñÝðåé êáé lim a� = a (éóïóõãêëßíïõóåò áêïëïõèßåò).



38 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòVII. Áí äýï áêïëïõèßåò (a�) êáé (b�) óõãêëßíïõí êáé éó÷ýåé a� < b� ãéá êÜèå� ∈ N, �ü�å a� ≤ b� .�üñéóìá A.2 - 3. Áí lim a� = a êáé a� < s ãéá êÜèå � ∈ N, �ü�åa ≤ s.�üñéóìá A.2 - 4. Áí lim a� = a êáé ó < a� ãéá êÜèå � ∈ N, �ü�åó ≤ a.VIII. �éá êÜèå áêïëïõèßá ðñáãìá�éêþí áñéèìþí (a�) éó÷ýåé ü�é, áí lim a2� =a êáé lim a2�−1 = a, �ü�å lim a� = a êáé áí�ßó�ñïöá.�ñÜîåéò ìå�áîý óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþíÉó÷ýïõí ïé ðáñáêÜ�ù éäéü�ç�åò.IX. ¼ñéï áèñïßóìá�ïò: áí lim a� = a êáé lim b� = b, �ü�å õðÜñ÷åé �ï
lim (a� + b�) êáé éó÷ýåé

lim (a� + b�) = a+ b: (A.2 - 6)Óçìåéþóåéò A.2 - 1i) Ç éó÷ýò �çò Éäéü�ç�áò IX åðåê�åßíå�áé êáé ó�çí ðåñßð�ùóç åíüòðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþí, äçëáäÞ éó÷ýåé
lim (a1� + a2� + : : :+ ak� ) = lim a1� + lim a2� + : : :

+ lim ak� : (A.2 - 7)ii) Ç (A:2 − 7) äåí éó÷ýåé áí �ï ðëÞèïò �ùí ðñïóèå�Ýùí äåí åßíáéðåðåñáóìÝíï.ii) Ôï áí�ßó�ñïöï �çò Éäéü�ç�áò IX äåí éó÷ýåé ðÜí�ï�å, äçëáäÞ áí �ïÜèñïéóìá äýï áêïëïõèéþí åßíáé óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá, áõ�ü äåíóõíåðÜãå�áé ðÜí�ï�å ü�é êÜèå ìßá áðü áõ�Ýò åßíáé óõãêëßíïõóááêïëïõèßá. Åßíáé åðßóçò äõíá�üí íá ìç óõãêëßíåé ïý�å ç ìßá ïý�åç Üëëç áêïëïõèßá.



�áñÜñ�çìá Á: ó�ïé÷åßá áðü �éò áêïëïõèßåò 39X. ¼ñéï äéáöïñÜò: áí lim a� = a êáé lim b� = b, �ü�å õðÜñ÷åé �ï
lim (a� − b�) êáé éó÷ýåé

lim (a� − b�) = a− b: (A.2 - 8)�üñéóìá A.2 - 5. Áí lim a� = a êáé lim b� = b, �ü�å
lim (ka� + ëb�) = ka� + ëb� (A.2 - 9)ãéá êÜèå ê; ë ∈ ℜ (ãñáììéêÞ éäéü�ç�á).Ç éäéü�ç�á ãåíéêåýå�áé.XI. ¼ñéï ãéíïìÝíïõ: áí lim a� = a êáé lim b� = b, �ü�å õðÜñ÷åé �ï

lim (a� b�) êáé éó÷ýåé
lim (a� b�) = ab: (A.2 - 10)Óçìåéþóåéò A.2 - 2i) Ç Éäéü�ç�á XI åðåê�åßíå�áé êáé ó�çí ðåñßð�ùóç åíüò ðåðåñáóìÝíïõðëÞèïõò óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþí, äçëáäÞ

lim (a1� a2� · · · ak� ) = lim a1� lim a2� · · · lim ak� : (A.2 - 11)Åéäéêü�åñá: áí ïé k-áêïëïõèßåò åßíáé ßóåò, äçëáäÞ ai� = a� ; i =
1; 2; : : : ; k êáé lim a� = a, éó÷ýåé

lim (a�)k = (lim a�)k = ak ãéá êÜèå k ∈ N: (A.2 - 12)ii) Ç (A:2 − 11) äåí éó÷ýåé áí �ï ðëÞèïò �ùí ðáñáãüí�ùí äåí åßíáéðåðåñáóìÝíï. Åðßóçò �ï áí�ßó�ñïöï �çò Éäéü�ç�áò XI äåí éó÷ýåéãåíéêÜ.XII. ¼ñéï ðçëßêïõ: áí lim a� = a êáé lim b� = b 6= 0 üðïõ b� 6= 0 ãéá êÜèå� ∈ Í, �ü�å õðÜñ÷åé �ï lim (a�=b�) êáé éó÷ýåé
lim

a�b� =
ab : (A.2 - 13)



40 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�áñÜäåéãìá A.2 - 5¸ó�ù ç áêïëïõèßá a� =
�2 + � + 5

3�2 + 1
:Ôü�å a� =

1 + 1� + 5�2
3 + 1�2 ;üðïõ ïé áêïëïõèßåò 1=� (�áñÜäåéãìá A.2 - 1) êáé 1=�2 (Éäéü�ç�á XI)åßíáé ìçäåíéêÝò. Óýìöùíá ìå �çí Éäéü�ç�á IX, ï áñéèìç�Þò �ïõ êëÜóìá�ïò�çò áêïëïõèßáò (a�) óõãêëßíåé ó�ï 1 êáé ï ðáñáíïìáó�Þò ó�ï 3, ïðü�åç (a�) óýìöùíá ìå �çí Éäéü�ç�á XII èá óõãêëßíåé ó�ï 1=3.Óçìåéþóåéò A.2 - 3i) Ôï áí�ßó�ñïöï �çò Éäéü�ç�áò XII äåí éó÷ýåé ðÜí�ï�å, äçëáäÞ çýðáñîç �ïõ ïñßïõ lim (a�=b�) äåí óõíåðÜãå�áé ðÜí�ï�å �çí ýðáñîçåíüò áðü �á lim a� Þ lim b� .ii) �éá êÜèå k ∈ Æ, üðïõ Æ �ï óýíïëï �ùí áêÝñáéùí áñéèìþí éó÷ýåéü�é, áí b� 6= 0, �ü�å lim b� = â 6= 0, ïðü�å

lim (b�)k = (lim b�)k = bk ìå k ∈ Æ (A.2 - 14)ðïõ áðï�åëåß ãåíßêåõóç �çò (A:2− 12).XIII. Áí lim a� = a, �ü�å õðÜñ÷åé �ï lim |a� | êáé éó÷ýåé
lim |a� | = |a|: (A.2 - 15)Óçìåéþóåéò A.2 - 4i) Ôï áí�ßó�ñïöï �çò Éäéü�ç�áò XIII äåí éó÷ýåé, ü�áí a 6= 0, äçëáäÞ:áí lim |a� | = |a| 6= 0, äåí óõíåðÜãå�áé ü�é êáé lim a� = a êáé áõ�üåðåéäÞ åßíáé äõíá�üí ìßá áêïëïõèßá íá óõãêëßíåé áðüëõ�á, ÷ùñßòüìùò ç ßäéá íá óõãêëßíåé.ÅéäéêÜ ü�áí a = 0, éó÷ýåé ç ðáñáêÜ�ù éóïäõíáìßá

lim a� = 0 ⇐⇒ − lim a� = 0 ⇐⇒ lim |a� | = 0: (A.2 - 16)
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lim

√

|a�| = √

|a| = √

lim a�: (A.2 - 17)Óçìåéþóåéò A.2 - 5i) Áðü �çí Éäéü�ç�á XIV ðñïêýð�åé ü�é �á óýìâïëá lim êáé√ åðé�ñÝðå�áéíá åíáëëÜóóïí�áé áñéó�åñÜ áðü �çí áêïëïõèßá (a�); � ∈ N.ii) �åíéêü�åñá éó÷ýåé ü�é áí a� ≥ 0 ãéá êÜèå � ∈ N êáé lim a� = a,�ü�å
lim k√a� = k√lim a� ìå k ∈ N: (A.2 - 18)Óáí åöáñìïãÞ �ùí ðáñáðÜíù éäéï�Þ�ùí äßíïí�áé ìåñéêÝò áîéïóçìåßù�åòêáé ÷ñÞóéìåò åöáñìïãÝò ìå ìïñöÞ ðñï�Üóåùí.�ñü�áóç A.2 - 1. ¸ó�ù ç áêïëïõèßá a� = ù�, � ∈ N ìå |ù| < 1. Ôü�å

lim a� = 0.�ñü�áóç A.2 - 2. Áí ù ∈ ℜ êáé |ù| < 1, �ü�å lim a� = íkù� = 0 ìå k ∈ Æ.�ñü�áóç A.2 - 3. ¸ó�ù ìßá áêïëïõèßá (a�), � ∈ N ìå a� 6= 0 ãéá êÜèå� ∈ N. Ôü�å, áí |a�+1=a� | < 1, åßíáé lim a� = 0.�ñü�áóç A.2 - 4. �éá êÜèå x ∈ ℜ éó÷ýåé ü�é limx�=� ! = 0.�ñü�áóç A.2 - 5. Áí a ∈ ℜ, �ü�å a� = lim �√a = 1, åíþ üìïéá lim �√� = 1.Ó÷å�éêÜ �þñá ìå �ç óýãêëéóç ìïíü�ïíùí áêïëïõèéþí äå÷üìáó�å ü�é éó÷ýåé:Áîßùìá A.2 - 1. ÊÜèå ìïíü�ïíç êáé öñáãìÝíç áêïëïõèßá ðñáãìá�éêþí áñéèìþíóõãêëßíåé óå êÜðïéïí ðñáãìá�éêü áñéèìü.Ôï áîßùìá áõ�ü, áí êáé áöïñÜ ìüíï �éò ìïíü�ïíåò áêïëïõèßåò, äßíåé ìßá éêáíÞóõíèÞêç ýðáñîçò �ïõ ïñßïõ áêïëïõèßáò. Åðßóçò åîáóöáëßæåé �çí ýðáñîç ó�ï
ℜ �ïõ ïñßïõ ìéáò áêïëïõèßáò ìå ïñéóìÝíåò ðñïûðïèÝóåéò, áëëÜ äå äßíåé êáìßáÝíäåéîç ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ. ¢ìåóåò óõíÝðåéåò �ïõ áîéþìá�ïò åßíáé ïéåðüìåíåò äýï ðñï�Üóåéò.



42 �ñïóåããéó�éêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�ñü�áóç A.2 - 6. Áí ìßá áêïëïõèßá (a�), � ∈ N åßíáé áýîïõóá êáé Ý÷åé óáíÝíá Üíù öñÜãìá �ïí áñéèìü s, �ü�å åßíáé óõãêëßíïõóá êáé éó÷ýåé lim a� ≤ s.�ñü�áóç A.2 - 7. Áí ìßá áêïëïõèßá (a�), � ∈ N åßíáé öèßíïõóá êáé Ý÷åéóáí Ýíá êÜ�ù öñÜãìá �ïí áñéèìü ó, �ü�å åßíáé óõãêëßíïõóá êáé éó÷ýåé ó ≤
lim a�.4

4Áðáãïñåýå�áé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ �ïõ ðáñüí�ïò ó�ï óýíïëü �ïõ Þ�ìçìÜ�ùí �ïõ ÷ùñßò �ç ãñáð�Þ Üäåéá �ïõ Êáè. Á. ÌðñÜ�óïõ.E-mail: bratsos�teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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