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ÐÑÏÓÅÃÃÉÓÇ ÓÕÍÇÈÙÍ

ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ -

ÌÅÑÏÓ II

Óôï ìÜèçìá áõôü äßíåôáé ìéá ðñïóÝããéóç ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò

ôéìÞò 1çò ôÜîçò

y′ = f(t; y) ; t ∈ [a; b ] ìå y0 = y (a)

äéáöïñåôéêÞò åêåßíçò ðïõ äüèçêå óôï ÌÜèçìá 9.

ÓõãêåêñéìÝíá óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï ìÜèçìá, áí õðïôåèåß üôé ôï

äéÜóôçìá [a; b ] Ý÷åé õðïäéáéñåèåß óå N ôï ðëÞèïò ßóá õðïäéáóôÞìáôá ðëÜôïõò

`, ôüôå ç ìÝèïäïò:

i) ôïõ Euler

yi+1 = yi + `f (ti; yi)

ii) êáé ôïõ Taylor ôÜîçò n

yi+1 = yi + `fi +
`2

2 !
f ′
i + : : :+

`n

n !
f
(n−1)
i ; i = 0; 1; : : : ; ;

õðïëïãßæåé ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç yi+1 áðü ôçí yi ðñïóèÝôïíôáò ôïí üñï
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` f (ti; yi) ãéá ôçí (i), áíôßóôïé÷á ôïí

`

(
fi +

`

2 !
f ′
i + : : :+

`n−1

n !
f
(n−1)
i

)

ãéá ôç (ii) ìÝèïäï. Êáé ïé äýï ìÝèïäïé áíÞêïõí óôçí êáôçãïñßá ôùí ìïíïâçìá-

ôéêþí ìåèüäùí Þ ôùí ìåèüäùí ôïõ áðëïý âÞìáôïò, äçëáäÞ ôùí ìåèüäùí ïé

ïðïßåò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ðñïóÝããéóçò yi+1 ÷ñçóéìïðïéïýí ìüíï ôçí

áìÝóùò ðñïçãïýìåíç ôéìÞ yi. Êýñéï ÷áñáêôçñéóôéêü ôùí ìåèüäùí áõôþí

åßíáé:

• ç äõóêïëßá ôïõ õðïëïãéóìïý ôùí ðáñáãþãùí óôç (ii), êáé

• ç ìéêñÞ áêñßâåéá ôùí áðïôåëåóìÜôùí.1

10.1 ÌÝèïäïé ôùí Runge-Kutta

10.1.1 ÅéóáãùãÞ

¸óôù ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò 1çò ôÜîçò

y′ = f(t; y) ; t ∈ [a; b ] ìå y0 = y (a) (10.1.1 - 1)

Óýìöùíá ìå ôï ÌÜèçìá 9 êáé ôçí ðáñáðÜíù åéóáãùãÞ üëåò ïé ìÝèïäïé

ðïõ åîåôÜóôçêáí ôåëéêÜ ãñÜöïíôáé óôç ìïñöÞ

yi+1 = yi + `F
(
ti; y

(n)
i ; `

)
(10.1.1 - 2)

üðïõ F åßíáé ìßá ãíùóôÞ óõíÜñôçóç êáé n ç ôÜîç ôçò ðáñáãþãïõ, üôáí i =

0; 1; : : : ; N − 1 (Ó÷. 10.1.1 - 1).

Ï Runge êáé áñãüôåñá ï Kutta áðÝäåéîáí üôé åßíáé äõíáôÞ ç ëýóç ôïõ

ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (10:1:1− 1) ìå áñéèìçôéêÝò ìåèüäïõò ôçò ìïñöÞò

(10:1:1−2), ÷ùñßò íá áðáéôåßôáé ï õðïëïãéóìüò ôùí ðáñáãþãùí ôçò óõíÜñôçóçò

áëëÜ ìå ôçí ßäéá áêñßâåéá ôçò ëýóçò. Ïé ìÝèïäïé áõôÝò, ðïõ åßíáé ãíùóôÝò

óáí ìÝèïäïé ôùí Runge-Kutta, ãñÜöïíôáé óôç ãåíéêÞ ôïõò ìïñöÞ ùò

yi+1 = yi + `ö (ti; yi; `) ãéá êÜèå i = 0; 1; : : : ; N − 1; (10.1.1 - 3)

1Ï áíáãíþóôçò ãéá ìéá åêôåíÝóôåñç ìåëÝôç ðáñáðÝìðåôáé óôç âéâëéïãñáößá êáé óôï

âéâëßï Á. ÌðñÜôóïò [2] Êåö. 10.
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æ æ æ æ æ æ

t0 t1 ti ti+1 tN-1 tN

y0 y1 yi yi+1 yN-1 yN

a { b

Ó÷Þìá 10.1.1 - 1: ç äéáìÝñéóç � ôïõ äéáóôÞìáôïò [a; b ] áðü ôá óçìåßá ti =

a + i `, üôáí ` = ti+1 − ti êáé ïé áíôßóôïé÷åò ðñïóåããéóôéêÝò ôéìÝò yi; i =

0; 1; : : : ; N

üôáí ãéá ôçí n-ôÜîç ôçò ìåèüäïõ, ç óõíÜñôçóç ö äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

ö(t; y; `) = c1k1 + c2k2 + : : :+ cnkn (10.1.1 - 4)

üðïõ

k1 = f(t; y) êáé

ãéá êÜèå j = 2; 3; : : : ; n

kj = f

t+ `aj ; y + `
j−1∑
m=1

bjm km

 ;

aj =
j−1∑
m=1

bjm:

(10.1.1 - 5)

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé üëåò ïé ìÝèïäïé (10:1:1−3) åêöñÜæïíôáé ìå áíáëõôéêÞ

(explicit) ìïñöÞ, üðïõ ãéá íá õðïëïãéóôåß ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò

ôéìÞò (10:1:1−1) ìå åöáñìïãÞ ìéáò ìåèüäïõ n ôÜîçò, áðáéôåßôáé ï õðïëïãéóìüò

n ôï ðëÞèïò óõíáñôÞóåùí.

Äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá ïé ðáñáêÜôù äýï ÷ñÞóéìïé ïñéóìïß.
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Ïñéóìüò 10.1.1 - 1. ¸óôù y(t) ç èåùñçôéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò

ôéìÞò (10:1:1 − 1). Ôüôå ç ìÝèïäïò ôùí Runge-Kutta, ðïõ ïñßæåôáé áðü ôç

ó÷Ýóç (10:1:1 − 3), ëÝãåôáé üôé åßíáé ôÜîçò n, üôáí n åßíáé ï ìåãáëýôåñïò

áêÝñáéïò ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé

y(t+ `)− y(t)− `ö(t; y(t); `) = O
(
`n+1

)
: (10.1.1 - 6)

Õðåíèõìßæåôáé üôé ìå ôï O
(
`n+1

)
óõìâïëßæåôáé ôï Üèñïéóìá áðü ôïõ üñïõ

`n+1 êáé ìåôÜ, äçëáäÞ a1`
n+1 + a2`

n+2 + : : : :

Ïñéóìüò 10.1.1 - 2. Ç ìÝèïäïò (10:1:1 − 3) ëÝãåôáé üôé åßíáé óõìâáôÞ

(consistent) ìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (10:1:1− 1), üôáí

ö(t; y; 0) = f(t; y): (10.1.1 - 7)

ÐáñáôÞñçóç 10.1.1 - 1

Ïé óõíôåëåóôÝò ci; ki; i = 1; : : : ; n óôçí (10:1:1−5) õðïëïãßæïíôáé áíáðôýóóï-

íôáò üëïõò ôïõò üñïõò êáôÜ Taylor ùò ðñïò t êáé óôç óõíÝ÷åéá åöáñìüæïíôáò

ôéò óõíèÞêåò ôùí Ïñéóìþí 10.1.1 - 1 êáé 10.1.1 - 2. Åéäéêüôåñá óýìöùíá ìå

ôïí Ïñéóìü 10.1.1 - 1 üëïé ïé óõíôåëåóôÝò ôùí äõíÜìåùí `i; i = 1; : : : ; n

ðñÝðåé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ íá åßíáé 0.

Äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá ïé ðáñáêÜôù äýï ðåñéóóüôåñï ÷ñçóéìïðïéïýìåíåò

óôéò åöáñìïãÝò ìÝèïäïé ôùí Runge-Kutta (RK).

10.1.2 ÌÝèïäïò 3çò ôÜîçò

¸óôù üôé ç ôÜîç ôçò ìåèüäïõ åßíáé n = 3. Ôüôå óýìöùíá ìå ôç ó÷Ýóç

(10:1:1− 5) åßíáé

yi+1 = yi + ` (c1k1 + c2k2 + c3k3)

üðïõ ôá ci; ki; i = 1; 2; 3 õðïëïãßæïíôáé áðü áðü ôçí (10:1:1− 6) ùò åîÞò:
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k1 = f (t; y)

êáé ãéá

j = 2

k2 = f

(
t+ `a2; y + `

1∑
m=1

b21 km

)
= f (t+ `a2; y + `b21k1) ;

a2 =
1∑

m=1

b2m = b21; ïðüôå

k2 = f (t+ `a2; y + ` a2 k1) :

j = 3

k3 = f

(
t+ `a3; y + `

2∑
m=1

b21 km

)

= f [t+ `a3; y + ` (b31k1 + b32k2)] ;

a3 =
1∑

m=1

b2m = b31 + b32; ïðüôå b31 = a3 − b32:

¢ñá

k3 = f [t+ `a3; y + ` (a3 − b32) k1 + `b32k2] :

Óôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò ïé ðáñÜìåôñïé c1, c2, c3, a2, a3 êáé b23 ðñÝðåé íá

åêëåãïýí, Ýôóé þóôå óýìöùíá ìå ôçí ÐáñáôÞñçóç 10.1.1 - 1 ç ìÝèïäïò íá åßíáé

ôÜîçò n = 3. Ðáñáëåßðïíôáò óôï óçìåßï áõôü ôïõò åíäéÜìåóïõò õðïëïãéóìïýò,

ðáñáðÝìðïíôáò ôïí áíáãíþóôç ðñïò ôïýôï óôç âéâëéïãñáößá, ôåëéêÜ ðñïêýðôåé

ôï ðáñáêÜôù óýóôçìá ìå 4 åîéóþóåéò êáé 6 áãíþóôïõò

c1 + c2 + c3 = 1 c2a2 + c3a3 =
1

2

c2a
2
2 + c3a

2
3 =

1

3
c3a2b32 =

1

6
:

(10.1.2 - 1)
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¢ñá èá õðÜñ÷åé Ýíá Üðåéñï ôï ðëÞèïò ìåèüäïõò ôùí Runge-Kutta 3çò ôÜîçò.2

Áðü ôï óýíïëï ôùí ìåèüäùí áõôþí åîåôÜæåôáé ìüíï ç ìÝèïäïò

yi+1 = yi +
`

6
(k1 + 4k2 + k3) (10.1.2 - 2)

k1 = f (ti; yi)

k2 = f

(
ti +

`

2
; yi +

`

2
k1

)
k3 = f (ti + `; yi − `k1 + 2`k2)

ðïõ åßíáé ãíùóôÞ êáé óáí êáíüíáò 3çò ôÜîçò ôïõ Kutta (RK3).

ÐáñÜäåéãìá 10.1.2 - 1

Íá ëõèåß ìå ôç ìÝèïäï RK3 ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

y′ = −y + t2 + 1; üôáí t ∈ [0; 0:5]; ` = 0:1;

åíþ ç èåùñçôéêÞ ëýóç ôïõ åßíáé

y(t) = 2e−t + t2 − 2t+ 3:

Ëýóç. Åßíáé

f(t; y) = −y + t2 + 1:

ÅðåéäÞ åßíáé ãíùóôÞ ç èåùñçôéêÞ ëýóç y(t), ç áñ÷éêÞ ôéìÞ y0, ðïõ áíôéóôïé÷åß

óôçí ôéìÞ t = 0, õðïëïãßæåôáé áðü ôçí y(t) ùò åîÞò:

y0 = y(0) = 2 e0 + 0 + 3 = 5:

Ôüôå ãéá i = 0; 1; 2; 3; 4 (Ó÷. 10.1.2 - 1) Ý÷ïõìå:

1ï âÞìá (t0 = 0; y0 = 5)

k1 = f (t0; y0) = −y0 + t20 + 1 = −5 + 0 + 1 = −4;

2Ç ðáñáðÜíù åéóáãùãÞ íá ðáñáëåéöèåß óå ðñþôç áíÜãíùóç
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æ æ æ æ æ æ

t0 t1 t2 t3 t4 t5

y0 y1 y2 y3 y4 y5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5{

Ó÷Þìá 10.1.2 - 1: ç äéáìÝñéóç ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 10.1.2 - 1, üôáí ` = 0:1

êáé ïé áíôßóôïé÷åò ôéìÝò yi; i = 0; 1; : : : ; 5 ìå ti = i `. Ç áñ÷éêÞ ôéìÞ åßíáé

y0 = y (t0) = y(0) =
[
2e−t + t2 − 2t+ 3

]
= 5

k2 = f

(
t0 +

`

2
; y0 +

`

2
k1

)

= −
(
y0 +

`

2
∗ k1

)
+

(
t0 +

`

2

)2

+ 1

= −
[
5 +

0:1

2
∗ (−4)

]
+

(
0 +

0:1

2

)2

+ 1

= −3:7975;

k3 = f (t0 + `; y0 − `k1 + 2`k2)

= − (y0 − ` ∗ k1 + 2 ∗ ` ∗ k2) + (t0 + `)2 + 1

= − [5− 0:1 ∗ (−4)− 2 ∗ 0:1 ∗ 3:7975] + (0 + 0:1)2 + 1

= −3:6305;

ïðüôå

y1 = y0 +
`

6
(k1 + 4k2 + k3)
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= 5 +
0:1

6
[−4 + 4 ∗ (−3:7975)− 3:6305] = 4:61966:

2ï âÞìá (t1 = 0:1; y1 = 4:61966)

k1 = f (t1; y1) = −y1 + t21 + 1

= −4:61966 + 0:12 + 1 = −3:6097;

k2 = f

(
t1 +

`

2
; y1 +

`

2
k1

)

= −
(
y1 +

`

2
∗ k1

)
+

(
t1 +

`

2

)2

+ 1

= −
[
y1 +

0:1

2
∗ (−3:6097)

]
+

(
0:1 +

0:1

2

)2

+ 1

= −3:4167;

k3 = f (t1 + `; y1 − `k1 + 2`k2)

= − (y1 − ` ∗ k1 + 2 ∗ ` ∗ k2) + (t1 + `)2 + 1

= − [4:61966− 0:1 ∗ (−3:6097) + 2 ∗ 0:1 ∗ (−3:4167)]

+ (0:1 + 0:1)2 + 1 = −3:2573;

ïðüôå

y2 = y1 +
`

6
(k1 + 4k2 + k3) = 4:27743:

Óõíå÷ßæïíôáò ìå ðáñüìïéï ôñüðï Ý÷ïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá 10.1.2

- 1, åíþ óôï Ó÷. 10.1.2 - 2 ôá áíôßóôïé÷á óöÜëìáôá |ei|.

¢óêçóç

Íá ëõèåß ìå ôç ìÝèïäï RK3 ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

y′ = −y + t+ 1; üôáí t ∈ [0; 0:5]; ` = 0:1

êáé èåùñçôéêÞ ëýóç

y(t) = t+ e−t:
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Ðßíáêáò 10.1.2 - 1: ÐáñÜäåéãìá 10.1.2 - 1: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ RK3

ti yi y (ti) |ei|

0.0 5.00000 5.00000 0.0

0.1 4.619658 4.619675 0.165E-04

0.2 4.277431 4.277462 0.307E-04

0.3 3.971594 3.971636 0.428E-04

0.4 3.700587 3.700640 0.530E-04

0.5 3.462999 3.463061 0.618E-04

1 2 3 4 5 6
i+1

0.00001

0.00002

0.00003

0.00004

0.00005

0.00006

ÈeÈ

Ó÷Þìá 10.1.2 - 2: ÐáñÜäåéãìá 10.1.2 - 1. Ç êáìðýëç äåß÷íåé ôá óöÜëìáôá

|ei|
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10.1.3 ÌÝèïäïò 4çò ôÜîçò

Áí n = 4, ôüôå ìå ó÷Ýóåéò áíÜëïãåò áõôþí ôçò åéóáãùãÞò ôçò ÐáñáãñÜöïõ

10.1.2 ôåëéêÜ ðñïêýðôåé Ýíá óýóôçìá ïêôþ åîéóþóåùí ìå äÝêá áãíþóôïõò,

ïðüôå èá õðÜñ÷åé êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ýíá Üðåéñï ðëÞèïò ìåèüäùí Runge-

Kutta 4çò ôÜîçò, ôùí ïðïßùí ï ôýðïò èá åêöñÜæåôáé ìå áíáëõôéêÞ ìïñöÞ. Áðü

áõôÝò åîåôÜæåôáé ìüíï ç ðáñáêÜôù ðåñéóóüôåñï ÷ñçóéìïðïéïýìåíç ìÝèïäïò,

ðïõ åßíáé ãíùóôÞ êáé óáí RK4:

yi+1 = yi +
`

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) (10.1.3 - 1)

k1 = f (ti; yi)

k2 = f

(
ti +

`

2
; yi +

`

2
k1

)

k3 = f

(
ti +

`

2
; yi +

`

2
k2

)
k4 = f (ti + `; yi + `k3) :

ÐáñÜäåéãìá 10.1.3 - 1

Íá ëõèåß ìå ôç ìÝèïäï RK4 ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

y′ = −y + t+ 1; üôáí t ∈ [0; 0:5]; ` = 0:1;

åíþ ç èåùñçôéêÞ ëýóç åßíáé

y(t) = t+ e−t:

Ëýóç. Åßíáé

f(t; y) = −y + t+ 1:

¼ìïéá ç áñ÷éêÞ ôéìÞ y0 üìïéá õðïëïãßæåôáé áðü ôç èåùñçôéêÞ ëýóç ùò åîÞò:

y0 = y(0) = 0 + e0 = 1:

Ôüôå ãéá i = 0; 1; 2; 3; 4 Ý÷ïõìå:
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1ï âÞìá (t0 = 0; y0 = 1)

k1 = f (t0; y0) = −y0 + t0 + 1 = −1 + 0 + 1 = 0;

k2 = f

(
t0 +

`

2
; y0 +

`

2
k1

)

= −
(
y0 +

`

2
∗ k1

)
+

(
t0 +

`

2

)
+ 1

= −
(
1 +

0:1

2
∗ 0
)
+

(
0 +

0:1

2

)
+ 1 = 0:05;

k3 = f

(
t0 +

`

2
; y0 +

`

2
k2

)

= −
(
y0 +

`

2
∗ k2

)
+

(
t0 +

`

2

)
+ 1

= −
(
1 +

0:1

2
∗ 0:05

)
+

(
0 +

0:1

2

)
+ 1 = 0:0475;

k4 = f (t0 + `; y0 + `k3)

= − (y0 + ` ∗ k3) + (t0 + 0:1) + 1

= − (y0 + 0:1 ∗ 0:0475) + (0 + 0:1) + 1 = 0:09525;

ïðüôå

y1 = y0 +
`

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) = 1:00484:

2ï âÞìá (t1 = 0:1; y1 = 1:00484)

k1 = f (t1; y1) = −y1 + t1 + 1 = −1:00484 + 0:1 + 1 = 0:095162;

k2 = f

(
t1 +

`

2
; y1 +

`

2
k1

)
= −

(
y1 +

0:1

2
∗ 0:095162

)
+

(
t1 +

0:1

2

)
+ 1 = 0:1404;
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Ðßíáêáò 10.1.3 - 1: ÐáñÜäåéãìá 10.1.3 - 1: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ RK4

ti yi y (ti) |ei|

0.0 1.00000 1.00000 0.0

0.1 1.004838 1.004837 8.196E-08

0.2 1.018731 1.018731 1.483E-07

0.3 1.040818 1.040818 2.013E-07

0.4 1.07032 1.07032 2.428E-07

0.5 1.106531 1.106531 2.747E-07

k3 = f

(
t1 +

`

2
; y1 +

`

2
k2

)
= −

(
y1 +

0:1

2
∗ 0:1404

)
+

(
t1 +

0:1

2

)
+ 1 = 0:13814;

k4 = f (t1 + `; y1 + `k3)

= − (y1 + 0:1 ∗ 0:13814) + (t0 + 0:1) + 1 = 0:18135;

ïðüôå

y2 = y1 +
`

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) = 1:01873:

Óõíå÷ßæïíôáò ìå ðáñüìïéï ôñüðï, ôåëéêÜ Ý÷ïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá

10.1.3 - 1. Áðü ôçí åîÝôáóç ôùí óöáëìÜôùí ôïõ Ðßíáêá 10.1.3 - 1 ðñïêýðôåé

üôé, áí êáé ïé ôéìÝò ôùí åßíáé åëÜ÷éóôåò, õðÜñ÷åé ìéá áýîçóÞ ôùí ìå ôçí

ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ. ÔåëéêÜ óôï Ó÷. 10.1.3 - 1 ãßíåôáé ç óýãêñéóç ôùí

óöáëìÜôùí ôçò ëýóçò ôïõ ðáñáðÜíù ðáñáäåßãìáôïò ìå ôéò ìåèüäïõò RK3

(Üóêçóç ÐáñáãñÜöïõ 10.1.2) êáé ôçò RK4, áðü ôï ïðïßï Üìåóá ðñïêýðôåé ç

ìåãáëýôåñç áêñßâåéá ôçò RK4.
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1 2 3 4 5 6
i+1

2.´10
-6

4.´10
-6

6.´10
-6

8.´10
-6

0.00001

0.000012

ÈeÈ

Ó÷Þìá 10.1.3 - 1: ÐáñÜäåéãìá 10.1.3 - 1. Ç êüêêéíç êáìðýëç äåß÷íåé ôá

óöÜëìáôá |ei| ìå ôç ìÝèïäï RK3 êáé ç ìðëå ìå ôçí RK4

¢óêçóç

Íá ëõèåß ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Taylor ôÜîçò 2, áíôßóôïé÷á 3, ôçí RK3 êáé ôçí

RK4 ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

y′ = −y + t+ 1; üôáí t ∈ [0:5; 0:7]; ` = 0:05

üðïõ ç èåùñçôéêÞ ëýóç åßíáé

y(t) = t+ e−t

êáé íá ãßíåé óõãêñéôéêüò ðßíáêáò áðïôåëåóìÜôùí.

3

3Áðáãïñåýåôáé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ ôïõ ðáñüíôïò óôï óýíïëü ôïõ Þ

ôìçìÜôùí ôïõ ÷ùñßò ôç ãñáðôÞ Üäåéá ôïõ Êáè. Á. ÌðñÜôóïõ.

E-mail: bratsos@teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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