
Βελτιστοποίηση

Τυφλοί αναβάτες
Hill climbers
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Εμπλεκόμενοι φορείς 
(stakeholders)

1. Θα αναζητηθούν τοπικά ή 
περιφερειακά – εθνικά ωφέλη;

2. Θα υπάρχει περιορισμός στον 
προϋπολογισμό του έργου;

3. Θα πρέπει να επιδιωχθεί η 
αναδιανομή εισοδημάτων από 
την κατασκευή  και λειτουργία 
του έργου;

4. Με τι επιτόκιο και για ποιό 
χρονικό ορίζοντα θα γίνει ο 
αξιολόγηση του έργου;

5. Τι οφέλη πρέπει να 
συμπεριληφθούν στην 
σχηματοποίηση του έργου;

6. Και, βασικής σημασίας είναι η 
ερώτηση, εάν η απόδοση του 
έργου θα μετρηθεί με το 
οικονομικό όφελος μόνο ή θα 
πρέπει να ληφθούν και άλλα 
κριτήρια όπως π.χ το 
περιβάλλον, η εξάλειψη της 
φτώχειας και της ανεργίας.

βελτιστοποίηση



ΟΙ ΑΡΧΕΣ ΤΟΥ ΔΟΥΒΛΙΝΟΥ

1. Το νερό είναι ένα πεπερασμένο, τρωτό και 
απαραίτητο μέσο για να συντηρήσει την ζωή, 
την ανάπτυξη και το περιβάλλον

2. Η ανάπτυξη και διαχείριση των υδατικών 
πόρων πρέπει να βασίζεται σε μια συμμετοχική 
προσέγγιση, που περιλαμβάνει τους χρήστες, 
τους σχεδιαστές και τους κυβερνητικούς 
αξιωματούχους σε όλα τα επίπεδα.

3. Οι γυναίκες παίζουν βασικό ρόλο στην 
προμήθεια, διαχείριση και διαφύλαξη του 
νερού.

4. Το νερό έχει οικονομική αξία σε όλες τις 
ανταγωνιστικές του χρήσεις και πρέπει να 
αναγνωρίζεται σαν οικονομικό αγαθό.

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΗ ΔΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΥΔΑΤΙΚΩΝ 
ΠΟΡΩΝ

Ολοκληρωμένη διαχείριση υδατικών πόρων είναι μια 
διαδικασία που προάγει την συντονισμένη ανάπτυξη 
και διαχείριση του νερού, της γης και των σχετικών 
φυσικών πόρων, με στόχο να μεγιστοποιήσει την 
παραγόμενη οικονομική και κοινωνική ευμάρεια με 
δίκαιο τρόπο, και χωρίς να θυσιάζει την αειφορία των 
ζωτικών οικοσυστημάτων.

βελτιστοποίηση
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Ύψος φράγματος Χωρητικότητα ταμιευτήρα

κόστος

χωρητικότητα

κόστος

απόδοση
(απόληψη)
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Παρούσα αξία
ετήσιων οφελών

Παρούσα αξία
κόστους κατασκευής

Βέλτιστο όφελος = μεγαλύτερη 
τιμή πάνω από κατασκευαστικό 
κόστος και τα δύο σε παρούσες 
αξίες
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ΕΤΗΣΙΑ ΚΟΣΤΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑΣ ΓΙΑ ΑΝΤΙΠΛΗΜΜΥΡΙΚΟ ΕΡΓΟ

Κόστος κατασκευής

Κόστος διακινδύνευσης

Κόστος συνολικό

ΠΕΡΙΟΔΟΣ ΕΠΑΝΑΦΟΡΑΣ ΠΛΗΜΜΥΡΑΣ ΣΧΕΔΙΑΣΜΟΥ
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βελτιστοποίηση
Εφαρμογές βελτιστοποίησης στα υδροσυστήματα

1. Κανόνες λειτουργίας ταμιευτήρων

2. Θέση και χωρητικότητα ταμιευτήρων

3. Λειτουργία Η/Υ σταθμών

4. Λειτουργία αρδευτικών συστημάτων

5. Κανονισμοί άντλησης υπόγειων νερών

6. Σχεδιασμός αντλήσεων

7. Σχεδιασμός εμπλουτισμού υδροφορέων

8. Εκτίμηση παραμέτρων υδροφορέων

9. Ελάχιστο κόστος για συστήματα διανομής

10. Αλλαγή / αντικατάσταση μερών υδροσυστημάτων

11. Χάραξη διαδρομής υδραγωγείου

12. Σχεδιασμός αγωγών ομβριων ελάχιστου κόστους

13. Σχεδιασμός λεκανών κατακτάτησης

14. Καθορισμός αντιπλημμυρικών συστημάτων

15. Καθορισμός εισροών σε κόλπους και υγρότοπους

16. Καθορισμός ενεργειακών εισροών – εκροών

ΔΗΜΙΟΥΡΓΙΑ ΕΝΟΣ ΜΟΝΤΕΛΟΥ

1. Συλολογή δεδομένων για την περιγραφή

2. Ορισμός και διατύπωση προβλήματος

3. Ανάπτυξη μοντέλου

4. Επαλήθευση και αξιολόγηση του μοντέλου

5. Εφαρμογή και ερμηνεία του μοντέλου



Βελτιστοποίηση: 3 πράγματα
1. Μεταβλητές απόφασης
(decision variables) 
είναι τα μέρη ενός υδροσυστήματος που 
μπορούν να επηρεάσουν την απόδοση του 
συστήματος. Οι μεταβλητές απόφασης 
μπορεί να είναι φυσικοί περιορισμοί, 
παράμετροι μιας καμπύλης απόφασης ή 
οικονομικοί περιορισμοί. Μπορεί να είναι 
συνεχείς μεταβλητές ή διακριτές 
μεταβλητές (πχ διάμετροι αγωγών).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ M.A.
 Όγκος διατιθέμενου νερού
 Μέγεθος φράγματος
 Κανόνες λειτουργίας για τον επιμερισμό 

του νερού
 Αποθήκευση νερού για 

αντιπλημμυρικούς λόγους
 Δυναμικότητα εγκαταστάσεων 

επεξεργασίας
 Μεγέθη και χάραξη αγωγών 
 Επιθυμητά κατώφλια τροφοδοσίας 

υδρευτικού – αρδευτικού νερου

Η διαδικασία του σχεδιασμού ενός συστήματος
είναι ισοδύναμη με την απόδοση μιας τιμής σε 
κάθε μία από τις μεταβλητές απόφασης και τον 
καθορισμό της στοχικής συνάρτησης και των 
περιορισμών (αν υπάρχουν). 

2. Συναρτήσεις παραγωγής  : στοχική 
συνάρτηση (αντικειμενική συνάρτηση)

 Οι οικονομολόγοι συχνά ονομάζουν την 
συνάρτηση παραγωγής, συνάρτηση 
τεχνολογίας αφού αντιπροσωπεύει τα 
μέρη της ανάλυσης που παρέχονται από 
τον μηχανικό για την καθοδήγηση του 
οικονομικού σχεδίου. Ονομάζεται και 
συνάρτηση οφελειών.

3.Περιορισμοί 

 Είναι τα φυσικά ή οικονομικά όρια 
των μεταβλητών απόφασης. 



 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1Ο : Διαθέτουμε 10 μ. σύρμα για να 
φτιάξουμε έναν χώρο για τις κότες. Θα φτιάξουμε το κοτέτσι 
στην γωνία της μάντρας την αυλής. Ποιά ορθογώνια διάταξη 
(x*y) μας δίνει το μεγαλύτερο εμβαδόν;

κοτέτσι

x

y

μάντρα

μ
ά

ντ
ρ

α

κοτέτσι

x

y

μάντρα

Μεταβλητές απόφασης: x,y
Στοχική συνάρτηση : z = x*y
Περιορισμοί :  x+y=10

Εξετάστε 

 την περίπτωση Β (μια  πλευρά στη μάντρα) 

 ένα τεταρτοκύκλιο στην Α θα μας δώσει μεγαλύτερο εμβαδόν;

BA

Βελτιστοποίηση στη γεωμετρία



Βελτιστοποίηση στη γεωμετρία
 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2Ο : Διαθέτουμε 10 μ2. χαρτί 

περιτυλίγματος. Ποιό είναι το στερεό με τον μέγιστο 
όγκο που μπορεί να τυλιχτεί;

x
x

Μεταβλητές 
απόφασης: x,z
Στοχική συνάρτηση 
p = x2*z
Περιορισμοί : 
2x2 +4xz=10

zΟρθό πρίσμα
με τετραγωνική
βάση

r

h
κύλινδρος

BA

Κλασικό παράδειγμα 
βελτιστοποίησης:
ΚΟΥΤΙΑ 
ΑΝΑΨΥΚΤΙΚΩΝ
Βρείτε τις βέλτιστες 
διαστάσεις του 
κυλίνδρου για δεδομένη 
χωρητικότητα του 
κουτιού V που θα 
δίνουν την μικρότερη 
επιφάνεια (και άρα 
αλουμίνιο). [V = 355]

https://www.matheno.com/blog/how-to-solve-optimization-problems-in-calculus/

https://www.matheno.com/blog/how-to-solve-optimization-problems-in-calculus/


Βελτιστοποίηση στη γεωμετρία
ΑΛΛΑ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑTA:
1. Βρείτε το μέγιστο εμβαδόν που μπορεί να έχει ένα τρίγωνο με δεδομένες δύο πλευρές 

του, α και β (Ε=1/2*α*β*ημφ)

2. Ένα αντικείμενο Α ανακλάται σε καθρέφτη για να φτάσει το είδωλό του στο σημείο Β. 
Ποια είναι η πορεία της φωτεινής ακτίνας αν θεωρήσουμε ότι η διαδρομή της είναι η 
ελάχιστη (Πρόβλημα του Ήρωνος) Υποδειξη: βρείτε το συμμετρικό του Β  ως προς 
τον καθρέφτη και ενώστε το με το Α.

3. Μια βάρκα βρίσκεται σε μια απόσταση από ευθύγραμμη ακτή. Στην ακτή υπάρχουν 
εφόδια (Ε) τα οποία πρέπει να τα πάρει ο βαρκάρης όσο πιο γρήγορα γίνεται (πριν τα 
πάρουν άλλοι). Ο βαρκάρης μπορεί να κωπηλατήσει με ταχύτητα 5km/h και να τρέξει 
με 8km/h. Σε ποιο σημείο Σ της ακτής πρέπει να προσαράξει τη βάρκα του για να 
συνεχίσει μετά με τα πόδια?

βάρκα

2km
Σ

Α

Β

καθρέφτης

Ε
4km

ακτή



4. Ένας τοίχος 10 πόδια ύψος απέχει έξι πόδια από ένα 
σπίτι. Βρείτε το μήκος της συντομότερης σκάλας που 
θα φτάσει στο σπίτι ενώ ακουμπάει στον φράχτη.

h=10

d=6Χ

Βελτιστοποίηση στη γεωμετρία



 Ποιό είναι το εμβαδόν του μεγαλύτερου ορθογωνίου 
που μπορεί να εγγραφεί στην έλλειψη χ2+4y2-16=0? 
(Μην χρησιμοποιείτε αριθμομηχανή, μπορείτε να 
αφήσετε τετραγωνικές ρίζες στην απάντησή σας.)

Βελτιστοποίηση στη γεωμετρία



 Το σκάφος Β2 αφήνει μια αποβάθρα το μεσημέρι και 
ταξιδεύει βόρεια με 15 km/h. Ταυτόχρονα, το σκάφος Β1
κατευθύνεται ανατολικά προς την ίδια αποβάθρα με 
ταχύτητα 20 km/h και φτάνει εκεί στις 2:00 μ.μ. Ποιά
ώρα είναι τα δύο σκάφη πιο κοντά μεταξύ τους;

Vb=20 km/h
Άφιξη: 14 μμ

Va=15km/h
Αναχώρηση 
12 μ.μ

ΛΙΜΑΝΙ

Βελτιστοποίηση στη γεωμετρία

Β1
Β2



 Το σκάφος Β2 αφήνει μια αποβάθρα το μεσημέρι και 
ταξιδεύει βόρεια με 15 km/h. Ταυτόχρονα, το σκάφος Β1
κατευθύνεται ανατολικά προς την ίδια αποβάθρα με 
ταχύτητα 20 km/h και φτάνει εκεί στις 2:00 μ.μ. Ποιά
ώρα είναι τα δύο σκάφη πιο κοντά μεταξύ τους;

Βελτιστοποίηση στη γεωμετρία



Μερικά ιστορικά παραδείγματα βελτιστοποίησης στη γεωμετρία και τη μηχανική
 Το πρόβλημα του Fagano. Σε δεδομένο τρίγωνο εγγράψτε

άλλο τρίγωνο (δλδ με τις κορυφές του πάνω στις πλευρές
του μεγαλύτερου), με τη μικρότερη περίμετρο. 
(Είναι ποδικό τρίγωνο με κορυφές τα ίχνη των υψών).

 Το πρόβλημα της βραχυστόχρονης καμπύλης. Ο Ιωάννης Μπερνούλι λίγο πρίν
το 1700, έθεσε στους γεωμέτρες (έτσι λέγονταν τότε μαθηματικοί και φυσικοί) το 
ακόλουθο πρόβλημα: Έστω δύο σημεία Α και Β σε διαφορετικά επίπεδα (στάθμες). 
Ένα μικρό σωματίδιο ολισθαίνει από το Α προς το Β υπό τη δράση της βαρύτητας, 
ξεκινώντας από την ηρεμία στο Α. Προσδιορίστε το σχήμα e της καμπύλης για το 
οποίο ο χρόνος καθόδου είναι ελάχιστος.

Βελτιστοποίηση στη γεωμετρία

Για όποιον/α ενδιαφέρεται περισσότερο για τέτοια προβλήματα δείτε το Optimization with classical problems
στα resources του μαθήματος στο e-class.

εκκίνηση
μέση τερματισμός



Βελτιστοποίηση στη γεωμετρία
ΓΕΝΙΚΕΣ ΟΔΗΓΙΕΣ
Τα προβλήματα βελτιστοποίησης στην γεωμετρία συνήθως περιλαμβάνουν την χρήση 
διαφορικού λογισμού (παραγώγισης) για να βρεθούν τα ακρότατα μιας συνάρτησης 
(μέγιστα/ελάχιστα). Στο πρώτο στάδιο πρέπει να διαμορφώσουμε την αντικειμενική 
συνάρτηση με βάση τα δεδομένα που μας δίνουν. Στο δεύτερο στάδιο μόνον 
χρησιμοποιούμε διαφορικό λογισμό. Τα βήματα είναι τα εξής:
ΠΡΩΤΟ ΣΤΑΔΙΟ
1. Φτιάχνουμε ένα σκαρίφημα, ένα σχεδιάκι του προβλήματος ΠΑΝΤΟΤΕ και 

εξετάζουμε δεδομένα και ζητούμενο.
2. Προσπαθούμε να βρούμε την αντικειμενική συνάρτηση και τις μεταβλητές 

απόφασης και να τα διατυπώσουμε.
3. Η αντικειμενική συνάρτηση θα πρέπει να είναι συνάρτηση ΜΙΑΣ μεταβλητής και 

μόνον. Προσπαθούμε λοιπόν να εκφράσουμε τις υπόλοιπες μεταβλητές 
συναρτήσει της μίας αυτής, εκμεταλλευόμενοι γνωστές σχέσεις και περιορισμούς.

ΔΕΥΤΕΡΟ ΣΤΑΔΙΟ
1. Βρίσκουμε την πρώτη παράγωγο της αντικειμενικής συνάρτησης και την 

εξισώνουμε με το μηδέν. Οι ρίζες θα είναι σημεία ακρότατων.
2. Για να δούμε αν είναι ελάχιστα ή μέγιστα πρέπει να εξετάσουμε το πρόσημο της 

δεύτερης παραγώγου.
3. Μπορεί να χρειαστεί να κάνουμε κάποια επιβεβαίωση δίνοντας τιμές.
4. Τέλος, ξανακοιτάζουμε την ερώτηση και απαντάμε με σαφήνεια.



βελτιστοποίηση

Είδος συνάρτησης ΜΕΘΟΔΟΙ

Στοχική συνάρτηση ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΣ 
ΙΣΟΤΗΤΑΣ

ΑΝΙΣΟΤΙΚΟΣ 
ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΣ

ΧΩΡΙΣ 
ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟ

Γραμμική Πολλαπλασιαστές 
Λαγκράντζ

Γραμμικός 
προγραμματισμός

Calculus

Μη γραμμική Πολλαπλασιαστές 
Λαγκράντζ

Calculus

Σύνθετη Προσομείωση

ΜΕΘΟΔΟΣ ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ

ΜΕ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟ

ΙΣΟΤΗΤΑΣ    --------- ΑΝΙΣΟΤΗΤΑΣ

Πολλαπλασιαστές 
Λαγκράντζ

Γραμμικός 
προγραμματισμός

ΧΩΡΙΣ 
ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟ

Calculus



Εφαρμόζεται σε γραμμικές ή μη γραμμικές συναρτήσεις. Σε ένα 
τέτοιο μοντέλο οι μεταβλητές απόφασης δεν έχουν περιορισμούς 
και μπορούν να πάρουν οποιεσδήποτε τιμές.

 Εάν η συνάρτηση έχει συνεχείς πρώτες και δεύτερες 
παραγώγους τότε είναι σχετικά απλό να γράψουμε την 
συνθήκη πρώτης τάξης για βέλτιστη τιμή.

 Οι ρίζες της πρώτης παραγώγου θα είναι τα σημεία των 
ακρότατων.

 Διερευνούμε το πρόσημο της δεύτερης μερικής παραγώγου, 
προκειμένου να σιγουρευτούμε αν είναι μέγιστα ή ελάχιστα
(αρνητική και θετική τιμή αντίστοιχα). 

Βελτιστοποίηση - Calculus



Βελτιστοποίηση - Calculus
 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1: Τρείς εταιρείες που ανήκουν στην ίδια ιδιοκτησία, παίρνουν νερό από 

ποτάμι (xi) για τις ανάγκες της παραγωγής των προϊόντων τους, ρi. Το καθαρό όφελος 
(Net Benefit) Nbi της κάθε εταιρείας από την πώληση του προϊόντος της, είναι συνάρτηση 
του νερού που της διατίθεται. Ζητείται το ποσό του νερού που θα πρέπει να δοθεί στην 
κάθε εταιρεία προκειμένου να μεγιστοποιηθεί το κέρδος της ιδιοκτησίας.

Μεταβλητές απόφασης:
x1,x2,x3

Στοχική συνάρτηση : max 
NB = Σ Nbi

Περιορισμοί :  δεν 
υπάρχουν (το ποτάμι έχει 
νερό για όλους)

Συναρτήσεις
καθαρού οφέλους:



 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1: 
 Μεταβλητές απόφασης: x1,x2,x3
 Στοχική συνάρτηση : max NB = Σ Nbi
 Περιορισμοί :  δεν υπάρχουν (το ποτάμι έχει νερό για όλους)

Συναρτήσεις
καθαρού οφέλους:

Ρίζες
X1=3 / X2=2.33 /X3=8

Βελτιστοποίηση - Calculus



Βελτιστοποίηση 
αποτομότερη ανάβαση λόφου

http://www.wikiwand.com/en/Hill_climbing

http://www.wikiwand.com/en/Hill_climbing


Βελτιστοποίηση –
πολλαπλασιαστές Λακράντζ

 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2: Δύο εταιρείες που ανήκουν στην ίδια ιδιοκτησία, παίρνουν νερό 
από ποτάμι (xi) για τις ανάγκες της παραγωγής των προϊόντων τους, pi. Το καθαρό 
όφελος (Net Benefit) Nbi της κάθε εταιρείας από την πώληση του προϊόντος της, 
είναι συνάρτηση του νερού που της διατίθεται. Ζητείται το ποσό του νερού που θα 
πρέπει να δοθεί στην κάθε εταιρεία προκειμένου να μεγιστοποιηθεί το κέρδος της 
ιδιοκτησίας, υπό τον περιορισμό x1+7x2= 6

Μεταβλητές απόφασης: x1,x2

Στοχική συνάρτηση : 
maximize NB = Σ Nbi
Περιορισμοί :  x1+7x2=6

Συναρτήσεις
καθαρού οφέλους:



Βελτιστοποίηση – πολ/στες Λακράντζ
ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΗΣ ΓΑΛΑΤΟΥΣ
Η ωραία Γαλατού θέλει να γυρίσει από την αγελάδα (Μ) 
στον καλό της τσοπανάκο (C) , όσο πιο γρήγορα γίνεται.
Πρέπει όμως, στον γυρισμό, να περάσει από το ποτάμι 
να ξεπλύνει την καρδάρα της. Ποιά διαδρομή πρέπει 
να ακολουθήσει;

Από την γεωμετρία ξέρουμε
ότι η έλλειψη είναι ο γεωμετρικός 
τόπος σημείων που τα άθροισμα των 
αποστάσεών τους από δύο σημεία 
(τις δύο εστίες)  είναι σταθερό.

Επομένως, αν γράψουμε ελλείψεις με εστίες τα Μ 
και C, μέχρι που κάποια απ’αυτές ακουμπήσει στο 
Ποτάμι P,  θα έχουμε την συντομότερη διαδρομή.

Στις εφαρμογές της μεθόδου το ποτάμι είναι η 
συνάρτηση περιορισμού (constraint function) και 
οι ελλείψεις είναι οι καμπύλες  level curves.



Βελτιστοποίηση - – πολ/στες Λακράντζ
 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2:
 Μεταβλητές απόφασης: x1,x2
 Στοχική συνάρτηση : max NB = Σ Nbi
 Περιορισμοί :  x1+7x2= 6

Συναρτήσεις
καθαρού οφέλους:



Βελτιστοποίηση  – πολ/στες Λακράντζ
 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2:
 Μεταβλητές απόφασης: x1,x2
 Στοχική συνάρτηση : max NB = Σ Nbi
 Περιορισμοί :  x1+7x2= 6

Συναρτήσεις
καθαρού οφέλους:

Οι λύσεις μας είναι 
στην τομή των δυό 
επιφανειών
(στοχικής συνάρτησης και
συνάρτησης περιορισμών)
και πρέπει να βρούμε
ποιό σημείο της καμπύλης
αυτής έχει το μεγαλύτερο
υψόμετρο (= τιμή της 
στοχικής Συνάρτησης)



ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ ΣΕ Ν ΔΙΑΣΤΑΣΕΙΣ

http://www.slimy.com/~steuard/teaching/tutorials/Lagrange.html

Βελτιστοποίηση – πολ/στες Λακράντζ



Βελτιστοποίηση – πολ/στες Λακράντζ
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1   λυμένο :
 Μεταβλητές απόφασης: x1,x2
 Στοχική συνάρτηση : maximize NB = Σ Nbi
 Περιορισμός :  x1+7x2= 6

Συναρτήσεις
καθαρού οφέλους:

ΛΥΣΗ

1. Langr(x,y,lamda) = 6x-x2+7y-1.5y2-λ(x+7y-6)

2. Lx=∂ (Langr) /∂x = 6-2x-λ

3. Ly=∂ (Langr) /∂y = 7-3y-14λ

4. Lλ=∂ (Langr) /∂λ = x—7y + 6

Εξισώνουμε τις 2 και 3 με μηδέν και παίρνουμε τα x,y συναρτήσει του λ

(x=3-λ/2, y = 7/3-7λ/3)

5. Αντικαθιστούμε τις τιμές x,y στην 4, εξισώνουμε με μηδέν και βρίσκουμε το 
λ (λ=79,8/101=0,79)

6. Με γνωστή την τιμή του λ επιστρέφουμε στις 2 και 3 και βρίσκουμε τα x 
(=2.61) και y (=0.49)

7. Για αυτές τις τιμές η στοχική συνάρτηση ΝΒ (x,y) παίρνει τη μέγιστη τιμή την 
υποκείμενη στον περιορισμό (11.92).



Βελτιστοποίηση – πολ/στες Λακράντζ
 20 ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 

λυμένο



Βελτιστοποίηση – πολ/στες Λακράντζ

Βήμα 1ο: Δημιουργήστε την συνάρτηση 
Λαγκράντζ L(x,y) = f(x,y)– λ[g(x,y) – k]

Βήμα 2ο: Βρείτε τις μερικές 
παραγώγους ως προς κάθε μιά 
μεταβλητή x,y και ως προς τον 
πολλαπλασιαστή Λαγκράντζ, λ

 2ο ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
λυμένο

Εδώ, τα x,y εμφανίζονται μαζί στις πρώτες παραγώγους, οπότε δεν μπορούμε 
να συνεχίσουμε όπως στο πρώτο παράδειγμα.



Βελτιστοποίηση – πολ/στες Λακράντζ

Βήμα 5ο: Με το x συναρτήσει του y, 
επιστρέφουμε στην Lλ = 0 με μόνο 
άγνωστο το y και λύνουμε. Μετά, 
υπολογίζουμε και το x.

Βήμα 3ο: Θέστε κάθε μιά από τις 
μερικές παραγώγους ίσες με μηδέν για 
να πάρετε Lx=0, Ly=0, Lλ = 0. 
Χρησιμοποιώντας τις Lx=0, Ly=0, λύστε 
για λ με όρους x,y . 

Οπότε, θα εξισώσουμε τις Lx, Ly με το μηδέν και θα λύσουμε ως προς λ και τις δύο

Βήμα 4ο: Εξισώνουμε τα λ που βρήκαμε 
και βρίσκουμε το x συναρτήσει του y (ή 
το ανάποδο).

Βήμα 6ο: Τέλος, με τις τιμές αυτές που 
βρήκαμε υπολογίζουμε την τιμή της 
στοχικής συνάρτησης (μέγιστη τιμή 
υποκείμενη στον περιορισμό).



Βελτιστοποίηση – πολ/στες Λακράντζ
Διαδικασία εφαρμογής της μεθόδου
Για την μεγιστοποίηση ή ελαχιστοποίηση της συνάρτησης f(x,y) υποκείμενης σε περιορισμούς 
g(x,y) = k, κάνουμε τα επόμενα βήματα:

Βήμα 1ο: Δημιουργήστε την συνάρτηση Λαγκράντζ. Αυτή δημιουργείται από τον συνδυασμό της 
στοχικής συνάρτησης και της συνάρτησης περιορισμών ως εξής:
L(x,y) = f(x,y)– λ[g(x,y) – k]

Βήμα 2ο: Βρείτε τις μερικές παραγώγους ως προς κάθε μιά μεταβλητή x,y και ως προς τον 
πολλαπλασιαστή Λαγράντζ λ. (αν έχουμε πάνω από έναν περιορισμούς θα έχουμε και ισάριθμα λ_

Βήμα 3ο: Εξισώνοντας τις μερικές παραγώγους με μηδέν θα έχουμε τόσες εξισώσεις όσες και οι 
άγνωστοι. Κοιτάζουμε ποια είναι η προσφορότερη μέθοδος να λύσουμε το σύστημα (δες τα δύο 
προηγούμενα λυμένα παραδείγματα) 

Αν Μ είναι η μέγιστη ή ελάχιστη τιμή της f(x,y) με περιορισμό g(x,y) = k τότε ο πολ/στής λ 
είναι ο ρυθμός αλλαγής της Μ συναρτήσει του k και δείχνει την μεταβολή στην Μ για μιά 
μονάδα αύξησης της k.



Βελτιστοποίηση – πολ/στες Λακράντζ
Παράδειγμα 3 – για σπίτι

Ένας περιορισμός ισότητας
Minimize: f(x,y) = x^2 + y^2
Με περιορισμό : x + 2y – 1 = 0

Δύο περιορισμοί ισότητας
minimize g(x, y) = x^2 + 4y^2
Με περιορισμούς :
x + y = 0
x^2 + y^2 – 1 = 0



Βελτιστοποίηση – πολ/στες Λακράντζ
Παράδειγμα 4 – για σπίτι

Έστω η στοχική συνάρτηση 

δίνει το κέρδος μιας βιοτεχνίας επίπλου ανά εβδομάδα, όπου

x, πλήθος καρεκλών
y, πλήθος ανακλίντρων 

Το μέγιστό κέρδος συμβαίνει με x=15 και y = 12. (χωρίς περιορισμό)

Λόγω όμως ανεπάρκειας πόρων μπορούν να κατασκευαστούν μόνο 20 καρέκλες την 
εβδομάδα

x+y=20
Πόσα κομμάτια τότε από το κάθε έπιπλο πρέπει να κατασκευάσει η βιοτεχνία για να 
έχει το μέγιστο κέρδος?



ΜΕΘΟΔΟΣ 
ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ

ΜΕ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟ

ΙΣΟΤΗΤΑΣ          ΑΝΙΣΟΤΗΤΑΣ

Πολλαπλασιαστές 
Λαγκράντζ

Γραμμικός 
προγραμματισμός

ΧΩΡΙΣ 
ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟ

Calculus





Παράδειγμα 1 - Εκφώνηση

Πρόκειται να υλοποιηθεί  ένα έργο άρδευσης 
- μια  αρδευτική περίμετρος. Το διαθέσιμο 
νερό ανά καλλιεργητική περίοδο είναι 1800 
μονάδες.

Δύο ειδικές καλλιέργειες η Α και η Β θα 
καλλιεργηθούν, και οι ανάγκες τους για νερό 
είναι 3 και 2 μονάδες αντίστοιχα ανά 
στρέμμα. Κάθε στρέμμα Α αποφέρει 300€ 
ενώ το Β αποφέρει 500 € /στρ.

Υπάρχει επίσης εκτίμηση ότι αν διατεθούν 
παραπάνω από 400 στρ. στην Α και 600 στρ. 
στην Β,  οι επιπτώσεις στην αγορά θα είναι 
αντίστροφες.

ΖΗΤΕΙΤΑΙ: Η διατιθέμενη έκταση για κάθε 
καλλιέργεια που θα μεγιστοποιήσει το 
κέρδος.

Παράδειγμα 1 - μορφοποίηση

Μεταβλητές απόφασης, Χ1 και Χ2 είναι τα 
στρέμματα που θα διατεθούν στις 
καλλιέργειες Α και Β.

Στοχική συνάρτηση που πρέπει να 
μεγιστοποιηθεί είναι η συνάρτηση κέρδους
Maximize   300 Χ1 +500 Χ2 

Οι περιορισμοί που επιβάλλονται είναι 
Χ1 < 400
Χ2 < 600
3 Χ1 + 2 Χ2 < 1800
Χ1>0, Χ2>0



Maximize   300 Χ1 +500 Χ2 

Οι περιορισμοί που 
επιβάλλονται είναι 
0<Χ1 < 400
0<Χ2 < 600
3 Χ1 + 2 Χ2 < 1800



3x1+2x2 = 1800



3x1+2x2 = 1800

x1 = 200, x2 = 600 

Εφικτή πολιτική

Πολύεδρο
Εφικτής 
Πολιτικής



Κατασκευή διαγραμμάτων επιφάνειας στο Excell: grammikos.xls



3x1+2x2 = 1800

x1 = 200
x2 = 600 

Πολύεδρο
Εφικτής 
Πολιτικής

Κατασκευή διαγραμμάτων επιφάνειας στο Excel: grammikos.xls



 Στα περισσότερα προβλήματα βελτιστοποίησης 
εμφανίζονται πολλές μεταβλητές απόφασης και 
περιορισμοί έτσι ώστε να μην είναι δυνατή μια γραφική 
λύση.

 Για αυτά τα προβλήματα έχει αναπτυχθεί ο αλγόριθμος 
Simplex (Dantzig, 1963) που στο Excell εκτελείται από 
το πρόσθετο Solver.



Παράδειγμα 2



Παράδειγμα 2

Αν x1,x2,x3,x4 ο αριθμός των παραγόμενων 
τραπεζιών τότε η διατύπωση του προβλήματος
αλγεβρικά είναι η παρακάτω:



ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ SOLVER ΤΟΥ EXCELL

Σημεία προσοχής για τον Solver

O Solver είναι ένα Add-in στο
Excell που πρέπει να εγκατασταθεί 
και να ενεργοποιηθεί.

Το κελί –στόχος (target cell) 
πρέπει να περιέχει τύπο. Τίθεται σε 
συγκεκριμμένη τιμή, ή max ή min.

Τα κελιά που θα αλλάζουν  
(changing cells) περιέχουν τις 
μεταβλητές απόφασης.

Οι περιορισμοί είναι το κλειδί για 
να δουλέψει ο Solver.



ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ SOLVER ΤΟΥ EXCELL

O SOLVER είναι ένα πρόσθετο (addin) 
Premium Solver Plus - resources



ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ SOLVER ΤΟΥ EXCELL

Αρχείο Blend.xls στα resources
ΟΔΗΓΙΕΣ ΧΡΗΣΗΣ στο Solver.docx



ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ SOLVER ΤΟΥ EXCELL

Κατάστρωση λύσης στον SOLVER



ΧΡΗΣΗ ΤΟΥ SOLVER ΤΟΥ EXCELL

Αποτέλεσμα και 
αποδοχή λύσης 

στο Solver



➢ Έστω δύο καλλιέργειες, 1 και 2. Μια μονάδα καλλιέργειας 1 φέρνει

τέσσερις μονάδες κέρδους και μια μονάδα καλλιέργειας 2 φέρνει πέντε

μονάδες κέρδους. Η ζήτηση στην αγορά για την σοδειά 1 είναι Α μονάδες

και για την 2 είναι Β μονάδες. Έστω x η ποσότητα νερού που απαιτείται

για Α μονάδες καλλιέργειας 1, και y η ποσότητα νερού που απαιτείται για

Β μονάδες της καλλιέργειας 2.

➢ Οι γραμμικές σχέσεις μεταξύ των ποσοτήτων των παραγόμενων

καλλιεργειών (δηλ. των απαιτήσεων Α και Β) και του διαθέσιμου

νερού (δηλ. χ και ψ) για τις δύο καλλιέργειες είναι

➢ A = 0.5(x - 2) + 2

B = 0.6(y - 3) + 3



Λύση:

➢ Στόχος: Να μεγιστοποιηθεί το κέρδος από τις καλλιέργειες 1 και 2

Maximize f = 4A + 5B;

➢ Εκφραζόμενες σαν συναρτήσεις της διαθέσιμης ποσότητας νερού

Maximize f = 4[0.5(x - 2) + 2] + 5[0.6(y - 3) + 3]

f = 2x + 3y + 10



Υπό τους περιορισμούς

➢ x+y ≤ 10 : Μέγιστη διαθεσιμότητα νερού

➢ x ≥ 2 : Ελάχιστη ποσότητα νερού για την καλλιέργεια 1

➢ y ≥ 3 : Ελάχιστη ποσότητα νερού για την καλλιέργεια 2

➢ Το πρόβλημα είναι το ίδιο με τη μεγιστοποίηση της

f’ = 2x + 3y

υπό τους ίδιους περιορισμούς.

ΛΥΣΤΕ ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΓΡΑΦΙΚΑ ΚΑΙ ΜΕ SOLVER

Λύση: x = 2; y = 8; f’ = 28



Έστω ένα υδροσύστημα αποτελείται από μιά βιομηχανία και μια εγκατάσταση 

καθαρισμού λυμάτων που ανήκει στην βιομηχανία. Η βιομηχανία παράγει προϊόντα 

που πωλούνται για  10 Κ/τεμάχιο ενώ κοστίζουν 3Κ/τεμάχιο. Κατά την παραγωγή για 

κάθε ένα τεμάχιο τελικού προϊόντος παράγονται δύο μονάδες ακάθαρτου νερού 

(λυμάτων). Η διοίκηση πρέπει να αποφασίσει, πέραν του αριθμού προϊόντων που θα 

παράγει, και πόσες μονάδες λυμάτων θα πρέπει να παροχετεύει δίχως επεξεργασία 

(καθαρισμό) στο ποτάμι έτσι ώστε, αφενός να μεγιστοποιεί το κέρδος της και 

αφετέρου να ικανοποιεί τις απαιτήσεις για την ποιότητα του νερού στο ποτάμι, που 

ισχύουν από την νομοθεσία. Η μονάδα επεξεργασίας έχει μέγιστη ικανότητα 

επεξεργασίας 10 μονάδων λυμάτων με 80% καθαρισμό και με κόστος 0,6Κ/μονάδα. 

Επιβάλλεται επιπλέον και ένας φόρος περιβαλλοντικού χαρακτήρα για το νερό που 

αφήνεται δίχως καθαρισμό στο ποτάμι ίσος με2Κ/μονάδα. Η περιβαλλοντική αρχή 

έχει επιβάλλει στις βιομηχανίες ανώτατο όριο λυμάτων που μπορούν να 

παροχετεύσουν στο ποτάμι ίσο με 4 μονάδες νερού/βιομηχανία.

Ζητείται να σχηματοποιήσετε το πρόβλημα σαν πρόβλημα γραμμικού 

προγραμματισμού και να το λύσετε.



ποτάμι



Σημειώσεις για ανάλυση 
δικτύων και τα επόμενα 
παραδείγματα στο αρχείο 
SOLVER2 - resources



Βελτιστοποίηση της διαχείρισης
ΥδροΣυστήματος διπλού σκοπού 
με δύο ταμιευτήρες.



Πρόβλημα ροής ελάχιστου κόστους



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

Αρχείο MinCost.xls
στα resources

ΟΔΗΓΙΕΣ ΧΡΗΣΗΣ στο
Solver2.docx



ΛΥΣΗ

Αρχεία MinCost2.xls
στα resources

ΟΔΗΓΙΕΣ ΧΡΗΣΗΣ στο
Solver2.docx

Αρχείο MinCostFinal.xls
στα resources

ΟΔΗΓΙΕΣ ΧΡΗΣΗΣ στο
Solver2.docx

προσφορά = ισοζύγιο



ΛΥΣΗ



ΠΑΡΑΛΛΑΓΕΣ

Αρχεία MinCost2.xls
MinCost3.xls
στα resources

ΟΔΗΓΙΕΣ ΧΡΗΣΗΣ στο
Solver2.docx

προσφορά ≠ ισοζύγιο
1Η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: ΤΑ ΕΡΓΟΣΤΑΣΙΑ ΠΑΡΑΓΟΥΝ ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ ΑΠΟ ΤΗΝ ΖΗΤΗΣΗ

2Η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ: ΤΑ ΕΡΓΟΣΤΑΣΙΑ ΠΑΡΑΓΟΥΝ ΛΙΓΟΤΕΡΑ ΑΠΟ ΤΗΝ ΖΗΤΗΣΗ

S D

0

• Εισάγουμε τεχνητούς συνδέσμους από κάθε 
κόμβο προέλευσης προς έναν τεχνητό 
εξωτερικό κόμβο (0)

• Κάτω όριο μηδέν, πάνω όριο πολύ μεγάλο
• Μοναδιαίο κόστος μηδέν

S D

0

• Εισάγουμε τεχνητούς συνδέσμους προς κάθε 
κόμβο προορισμού από έναν τεχνητό 
εξωτερικό κόμβο (0)

• Κάτω όριο μηδέν, πάνω όριο πολύ μεγάλο
• Μοναδιαίο κόστος μηδέν



Αρχείο MaxFlow.xls στα resources
ΟΔΗΓΙΕΣ ΧΡΗΣΗΣ στο Solver2.docx

ΠΑΡΑΛΛΑΓΕΣ: ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕΓΙΣΤΗΣ ΡΟΗΣ



Αρχείο MaxFlow.xls στα resources
ΟΔΗΓΙΕΣ ΧΡΗΣΗΣ στο Solver2.docx

ΠΑΡΑΛΛΑΓΕΣ: ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΜΕΓΙΣΤΗΣ ΡΟΗΣ



Αρχείο Water.xls στα resources
ΟΔΗΓΙΕΣ ΧΡΗΣΗΣ στο Solver.docx

ΠΑΡΑΛΛΑΓΕΣ: ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΥΔΑΤΙΚΩΝ ΠΟΡΩΝ 1



ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΥΔΑΤΙΚΩΝ ΠΟΡΩΝ 2

Βελτιστοποίηση της διαχείρισης Υδροσυστήματος διπλού σκοπού με δύο 
ταμιευτήρες.



Βελτιστοποίηση της διαχείρισης
Υδροσυστήματος διπλού σκοπού 
με δύο ταμιευτήρες.

Στοχική συνάρτηση
Max B = 2x1+3x2

Αi η ποσότητα νερού η διαθέσιμη
για απόληψη στον χρόνο Δt κσι 
ισούται με την χωρητικότητα S* 
στην αρχή του Δi συν τις εισροές 
Qi κατά την διάρκεια του Δt.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΥΔΑΤΙΚΩΝ ΠΟΡΩΝ 2

Υποδείξεις για τους περιορισμούς



Βελτιστοποίηση – θέματα εξετάσεων
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