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Συστήματα γραμμικών εξισώσεων

Γραμμική εξίσωση n μεταβλητών ( )

 ,


 όπου τα  είναι σταθερές και τα  δεν είναι όλα ίσα με το μηδέν.

x1, x2, . . . , xn
a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b

a1, a2, . . . , an, b a1, a2, . . . , an

Ομογενής γραμμική εξίσωση όταν το b=0:  .a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = 0

Σε μια γραμμική εξίσωση οι μεταβλητές εμφανίζονται ΜΟΝΟ υψωμένες στην πρώτη δύναμη.

<latexit sha1_base64="0kw9Lsqom4soYdjI15GCfiWP0Bg="></latexit>

3x1 + 2x2 � x3 = 6
p
2x2 + x1 = x3

<latexit sha1_base64="QMI7gVeYuUMFKEshdKaPj6MVvP4="></latexit> p
x1 � 5x2 = 2

sinx1 � x2 = x3

Γραμμικές εξισώσεις Μη γραμμικές εξισώσεις

Οι μεταβλητές (άγνωστοι) μπορούν να συμβολιστούν και με άλλους τρόπους (π.χ. ).

Συνήθως με τα πρώτα γράμματα του αλφαβήτου συμβολίζουμε σταθερές (π.χ. )  και με τα τελευταία μεταβλητές.

x, y, z
a, b, c



Συστήματα γραμμικών εξισώσεων

Μια ομάδα γραμμικών εξισώσεων με τις ίδιες μεταβλητές (ίδιους αγνώστους) ονομάζεται σύστημα γραμμικών εξισώσεων.

<latexit sha1_base64="4pPJuoGHL5pPm5vyu1eOfhV8poY="></latexit>

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

Σύστημα m γραμμικών εξισώσεων με n αγνώστους.

Η λύση του συστήματος είναι ένα σύνολο n αριθμών ( ) που ικανοποιούν όλες τις εξισώσεις του συστήματος.s1, s2, . . . , sn



Γραμμικά συστήματα δύο ή τριών μεταβλητών

a1x + b1y = c1

a2x + b2y = c2

Οι δύο γραμμικές εξισώσεις είναι εξισώσεις ευθειών στο χώρο, πιο συγκεκριμένα στο επίπεδο xy. Κάθε λύση (x,y) του συστήματος είναι το 
σημείο τομής των δύο ευθειών.

4 Chapter 1 Systems of Linear Equations and Matrices

Figure 1.1.1
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two unknowns has either one solution or infinitely many solutions—there are no other
possibilities. The same is true for a linear system of three equations in three unknowns

a1x + b1y + c1z = d1

a2x + b2y + c2z = d2

a3x + b3y + c3z = d3

in which the graphs of the equations are planes. The solutions of the system, if any,
correspond to points where all three planes intersect, so again we see that there are only
three possibilities—no solutions, one solution, or infinitely many solutions (Figure 1.1.2).
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Figure 1.1.2

We will prove later that our observations about the number of solutions of linear
systems of two equations in two unknowns and linear systems of three equations in
three unknowns actually hold for all linear systems. That is:

Every system of linear equations has zero, one, or infinitely many solutions. There are
no other possibilities.

Καμία λύση Μία λύση Άπειρες λύσεις

Συμβατό σύστημα εξισώσεων: έχει τουλάχιστον μια λύση.

Ασύμβατο σύστημα εξισώσεων: δεν έχει καμία λύση.
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Οι τρεις γραμμικές εξισώσεις είναι εξισώσεις επιπέδων στο χώρο.

Κάθε σύστημα γραμμικών εξισώσεων έχει καμία, μία ή άπειρες λύσεις.



x − y = 1
2x + y = 6

x − y + (2x + y) = 1 + 6 < = > x = 7/3,y = 4/3
Λύση του συστήματος: (

7
3

,
4
3

)

x + y = 4
3x + 3y = 6

3x + 3y − 3(x + y) = 6 − 3 ⋅ 4 < = > 0 = − 6

Καμία λύση, ασύμβατο σύστημα

4x − 2y = 1
16x − 8y = 4

16x − 8y − 4(4x − 2y) = 4 − 4 ⋅ 1 < = > 0 = 0
Άπειρες λύσεις. Μπορούν να εκφραστούν με παραμετρικό τρόπο.


Εάν  τότε y = t x =
1
4

+
t
2

Λύση του συστήματος: (
1
4

+
t
2

, t)

x − y + 2z = 5
2x − 2y + 4z = 10
3x − 3y + 6z = 15

Άπειρες λύσεις. Μπορούν να εκφραστούν με παραμετρικό τρόπο.

Εάν  και  τότε y = r z = s x = 5 + r − 2s

Λύση του συστήματος: (5 + r − 2s, r, s)



Επαυξημένος πίνακας συστήματος

<latexit sha1_base64="4pPJuoGHL5pPm5vyu1eOfhV8poY="></latexit>

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2

...

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm

<latexit sha1_base64="YdrhAUjqaVQjdUROe5beXl6ZxQA="></latexit>2

664

a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

3

775

Ο επαυξημένος πίνακας περιέχει μόνο τις σταθερές του συστήματος.

x1 − 3x2 + x3 = 0
4x1 − x2 = 3
x2 + 6x3 = 7

<latexit sha1_base64="CyrlI4VtpQE8fNOzqKO7DvKplb4="></latexit>2

4
1 �3 1 0
4 �1 0 3
0 1 6 7

3

5



Λύση του συστήματος με αντικατάσταση: Αντικατάσταση με ισοδύναμο σύστημα (που έχει τις ίδιες λύσεις) απλούστερο, 

που μπορεί να λυθεί ευκολότερα.

Κατά την επίλυση συστήματος μπορούμε να:

• Πολλαπλασιάσουμε μια εξίσωση με αριθμό διάφορο του μηδέν.

• Αλλάξουμε τη σειρά των εξισώσεων.

• Προσθέσουμε το πολλαπλάσιο μιας εξίσωσης σε άλλη.

Κατ’αντιστοιχία στον επαυξημένο πίνακα ενός συστήματος επιτρέπονται οι παρακάτω στοιχειώδεις γραμμοπράξεις ώστε να καταλήξουμε σε 
ένα απλούστερο ισοδύναμο σύστημα:


• Πολλαπλασιασμός γραμμής του πίνακα με αριθμό διάφορο του μηδέν.

• Αλλαγή της σειράς των γραμμών.

• Πρόσθεση του πολλαπλάσιου μιας γραμμής σε άλλη.


Οι πίνακες που προκύπτουν από τις στοιχειώδεις γραμμοπράξεις είναι γραμμικά ισοδύναμοι.

x1 + 5x2 = 7
−2x1 − 7x2 = − 5

3x1 + 6x2 = − 3
5x1 + 7x2 = 10


