
 Η Ε ΟΙ  ΤΟΥ Ι Κ

Γ
Τέσσερα εργοστάσια παραγωγής αυτοκινήτων , ,  και  δίνουν για το τελευταίο 
μοντέλο τους ως προς πέντε τεχνικά χαρακτηριστικά τις ε ής πληροφορίες
Εργοστάσιο   σχύς  , χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0 00  

0,  , τελική ταχύτητα 0 , κατανάλωση στην πόλη ανά 00  
,  , φορολογήσιμοι ίπποι 0.

Εργοστάσιο   σχύς 00 , χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0 00  
,  , τελική ταχύτητα  , κατανάλωση στην πόλη ανά 00  
 , φορολογήσιμοι ίπποι .

Εργοστάσιο   σχύς  , χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0 00  
,  , τελική ταχύτητα 0 , κατανάλωση στην πόλη ανά 00 , 

,  , φορολογήσιμοι ίπποι .
Εργοστάσιο   σχύς  , χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0 00  

,  , τελική ταχύτητα  , κατανάλωση στην πόλη ανά 00  
,  , φορολογήσιμοι ίπποι 0.

Τις πληροφορίες αυτές μπορούμε να τις παρουσιάσουμε πιο οργανωμένα ως ε ής

Ι ΚΕΣ 
ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ
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Τα αριθμητικά δεδομένα της ορθογώνιας αυτής διάτα ης, κλεισμένα μέσα σε αγκύλες,

97 10 7 180 9 5 10
100 12 9 191 11 11
45 17 9 140 7 1 6

174 7 6 225 12 5 20

, ,
,
, ,
, ,

















  

λέμε ότι σχηματί ουν έναν πίνακα με  γραμμ  και  στ λε  ή, συντομότερα, έναν 
πίνακα τύπου  ή ακόμα έναν  πίνακα.
Έστω το σύστημα

3 2 1
5 2 2

7 3 3

x y z ω
x z ω

y z ω

− + − =
 − + =
 − + =

Το σύστημα αυτό θα μπορούσε να παρασταθεί ως ε ής

Έτσι οι συντελεστές των αγνώστων σχηματί ουν τον  πίνακα

3710
1205
1231

και οι συντελεστές των αγνώστων μα ί με τους σταθερούς όρους τον  πίνακα

33710
21205
11231

ενικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό

Μια διάτα η   .  το πλήθος αριθμών σε μορφή ορθογωνίου σχήματος με  γραμμές 
και  στήλες, λέγεται πίνακα  τύπου ×  ή απλούστερα ×  πίνακα . 

–
–

–

–
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Τους πίνακες τους συμβολί ουμε συνήθως με κεφαλαία γράμματα A B Γ, ,  κτλ. 
ι αριθμοί με τους οποίους σχηματί ουμε έναν πίνακα λέγονται στοι εία του πίνακα.

Το στοιχείο ενός  πίνακα  που ανήκει στην γραμμή και στήλη συμβολί εται με 
α .
Έτσι ο  πίνακας  γράφεται           

 στήλη

ή συντομογραφικά [ ]αij , 1≤ ≤i μ, 1≤ ≤j ν.
ια παράδειγμα, ο  πίνακας [ ]αij  με α i jij = −  έχει στοιχεία 11 1 1 0= − =α , 

α12 1 2 1= − = − , α21 2 1 1= − =  και a22 2 2 0= − = . Επομένως, ο πίνακας αυτός γράφεται 
0 1
1 0

−







.

 ισότητα μετα ύ των πινάκων ορί εται ως ε ής

υο πίνακες A B,A B,A B λέμε ότι είναι ίσοι, όταν έχουν τον ίδιο αριθμό γραμμών, τον ίδιο 
αριθμό στηλών (δηλαδή αν είναι του ίδιου τύπου  και τα αντίστοιχα στοιχεία τους 
είναι ίσα.

ια να δηλώσουμε ότι δύο πίνακες είναι ίσοι γράφουμε   

Από τον ορισμό αυτό προκύπτει ότι δύο πίνακες διαφορετικού τύπου δεν μπορεί να είναι 
ίσοι.
Αν ένας πίνακας έχει τον ίδιο αριθμό γραμμών και στηλών, δηλαδή είναι τύπου ν ν×  για 
κάποιο ν ∈ * , τότε ο πίνακας αυτός λέγεται τετραγ νικό  πίνακα .
Τα στοιχεία ααα α νν11 22 33, ,  , ...,  ενός τετραγωνικού πίνακα , λέμε ότι σχηματί ουν την 
κύρια διαγ νιο του .
Αν τα στοιχεία ενός τετραγωνικού πίνακα  που δεν βρίσκονται στην κύρια διαγώνιο 
είναι όλα 0, τότε ο  λέγεται διαγ νιο  πίνακα .

ια παράδειγμα, οι πίνακες

30
02

100
010
001

, ,

 6 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

είναι διαγώνιοι πίνακες.

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

γραμμή

j ν

j ν

i i ij iν

μ μ μj μν

α α α α

α α α α

α α α α i

α α α α

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

� �

� �

� � � � � �
� �

� � � � � �
� �
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Ένας πίνακας που έχει μία μόνο γραμμή, όπως ο   0     λέγεται πίνακα  γραμμ , 

ενώ ένας πίνακας που έχει μία μόνο στήλη, όπως ο 
1
2
7

 λέγεται πίνακα  στ λ . Ένας 

πίνακας που έχει ένα μόνο στοιχείο, όπως   λέγεται πίνακα  στοι είο.
Τέλος, ένας τετραγωνικός πίνακας λέγεται τριγ νικό  ν , όταν όλα τα στοιχεία του 
που βρίσκονται κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδενικά και τριγ νικό  κ τ , όταν 
όλα τα στοιχεία του που βρίσκονται πάνω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδενικά.

ια παράδειγμα, οι πίνακες

 

200
510
063

, 

είναι τριγωνικοί άνω, ενώ οι πίνακες

, 

είναι τριγωνικοί κάτω.

Ε ΡΜΟΓΕΣ
 
1.  ο διπλανό σ μα παριστ νει το οδικό 
δίκτυο που συνδ ει τι  πόλει    Γ   και Ε  
Να παραστα εί το δίκτυο αυτό με ναν πίνα-
κα του οποίου κ ε στοι είο να ανερ νει το 
πλ ο  τ ν δυνατ ν τρόπ ν μετ βασ  από 
πόλ  σε πόλ  ό ι οπ σδ ποτε δια ορετικ  
πόλ  α ού προ γουμ ν  περ σουμε από 
μία μόνο πόλ  π   κτλ

ΛΥΣΗ
Από την πόλη  στην  υπάρχουν  τρόποι  , , Ε , από την  στην  δεν 
υπάρχει τρόπος, αφού πρέπει να περάσουμε από μία μόνο πόλη, από την  στην  
υπάρχουν  τρόποι , , από την  στη  υπάρχει ένας τρόπος Ε , από την  
στην Ε υπάρχει  τρόπος Ε κτλ.
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Έτσι το οδικό δίκτυο μπορεί να παρασταθεί με τον πίνακα διπλής εισόδου.

 

        ή απλά με τον

         πίνακα

2. Να ε εταστεί αν υπ ρ ουν τιμ  τ ν x  y  για τι  οποίε  ισ ύουν

 
x x + 5
x x x +
(3 ) 1

3 1 16
2 1
0 3 52−









 =









  

3 5 2 6
6 7

11 4
2 7

x y + x +
x y

− −
−









 =











ΛΥΣΗ
   ισότητα 

 
2

2 1(3 5) 1
3 1 16 0 3 5

x x
x x x

 + 
=   − +   

ισχύει, αν και μόνο αν συναληθεύουν οι 

 
 
ισότητες

 

5316

013
11
2)53(

2xx
x

xx

 τρίτη ισότητα αληθεύει για
 1

3
x .  τιμή αυτή του x  επαληθεύει και τις άλλες δύο 

ισότητες. Επομένως, οι παραπάνω ισότητες συναληθεύουν για
 1

3
x .

  ισότητα 3 5 2 6 11 4
6 7 2 7

x y x
x y

− + − +   
=   −   

ισχύει, αν και μόνο αν συναληθεύουν οι 

 
 
 
ισότητες 

 3 5 11
2 6 4

6 2
7 7

x
y x

x y

 δεύτερη και τρίτη ισότητα γράφονται
 

62
22

yx
yx

 και προφανώς δεν συναληθεύουν 

για καμία τιμή των x  και y . Επομένως, δεν υπάρχουν τιμές των x , y  για τις οποίες οι 
πίνακες αυτοί να είναι ίσοι.

  

 























21111
13021
10202
12020
11203
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1.     διπλανός πίνακας δείχνει για τρεις 

ομάδες ποδοσφαίρου τους αγώνες , 
τις νίκες , τις ήττες , τις ισοπαλίες 
, τα τέρματα Ε που πέτυχε η ομάδα, 

τα τέρματα  που δέχτηκε η ομάδα 
και τους βαθμούς  που έχει. 
Αν [ ]i jA α  είναι ο πίνακας αυτός, τότε να βρείτε
  οιος είναι ο τύπος του πίνακα.

 οιες πληροφορίες μας δίνουν τα στοιχεία α , α , α  και α .

2.   ίνεται συντομογραφικά ο 44  πίνακας  [ ]i jA α  όπου  || jiαi j .  
α παραστήσετε τον πίνακα αυτόν, αφού βρείτε τα στοιχεία του.

3.  α βρείτε τα x , y  για τα οποία ισχύει      
 

      

   ια ποια τιμή του θετικού αριθμού x  ο πίνακας      

είναι διαγώνιος.

   α βρεθούν οι τιμές των  [ 0 , 2 )x π  για τις οποίες ισχύει

 
01
11

συν2εφ
2ημημ2 2

xx
xx .

 ΡΟΣ ΕΣΗ Ι ΚΩ  
       ΟΛΛ Λ ΣΙ ΣΜΟΣ ΡΙ ΜΟΥ ΜΕ Ι Κ

 
Μία εταιρεία πουλάει τηλεοράσεις, ψυγεία, κου ίνες και πλυντήρια σε Αθήνα, 

εσσαλονίκη και άτρα. ι πωλήσεις τους μήνες επτέμβριο και κτώβριο παρουσίασαν 
την ε ής κίνηση

1114543
117
111

4110327112
112

112 1156113336
BEIHNA

Α
Ε Α

ΜΑ Ε

ΣΚΗΣΕΙΣ

 
2l nl n

1l n1
2

2

xx
x

 
132

1
23

0112 yxx
yxyx

x 2

2 2

1 0
.

2
x y y

yx x y

 +  
=   

− +    
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Επομένως, τους δυο αυτούς μήνες οι συνολικές πωλήσεις της εταιρείας ήταν οι ε ής

Αν τώρα θεωρήσουμε τους πίνακες των παραπάνω πωλήσεων έχουμε

ια το επτέμβριο  

18 16 13
12 10 9
9 11 8

14 12 10

A

ια τον κτώβριο

 

81617
101013
121315
15182 0

B

και για τις συνολικές πωλήσεις

 18 2 0 16 18 13 15 3 8 3 4 2 8
12 15 10 13 9 12 2 7 2 3 2 1

9 13 11 10 8 10 2 2 2 1 18
14 17 12 16 10 8 3 1 2 8 18

.

 πίνακας  λέγεται ροισμα των πινάκων  και  και συμβολί εται με  + , δηλαδή 
 =    
ενικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό

ροισμα δυο  πινάκων [ ]i ji jiA α  και ][ i ji jiβB  λέγεται ο  πίνακας του 
οποίου κάθε στοιχείο είναι το άθροισμα των αντίστοιχων στοιχείων των  και .  
πίνακας αυτός συμβολί εται με  + . ηλαδή,

][ i ji jii ji ji βαBA
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εν ορί ουμε άθροισμα πινάκων διαφορετικού τύπου.

ια παράδειγμα, οι πίνακες 
2 3 9
8 4 5
5 7 2

A
 
 =  
 − −  

και 
7 1 3
0 9 6
6 4 2

B
− 

 =  
 − 

που είναι του ίδιου 

τύπου , με βάση τον παραπάνω ορισμό, μπορούν να προστεθούν και το άθροισμά 
τους είναι

 

















−
=

















−

−
+

















−−
=+

01111
11138
1229

246
690
317

275
548
932

BA ,

ενώ οι πίνακες 
1 0 3

Γ
2 1 5

− 
=  

 
 και , που δεν είναι του ίδιου τύπου δεν  

μπορούν να προστεθούν.
 πρά η με την οποία βρίσκουμε το άθροισμα δύο πινάκων λέγεται π ρ θ

π .

Ι     
 πρόσθεση των πινάκων έχει ιδιότητες ανάλογες με την πρόσθεση των πραγματικών 

αριθμών. υγκεκριμένα  

 Αν , ,  είναι  πίνακες, τότε

 Αν v είναι ο  πίνακας που όλα τα στοιχεία του είναι μηδέν, τότε για κάθε  
πίνακα  ισχύει

 πίνακας v  λέγεται μ δενικό  πίνακα .

ια παράδειγμα, οι πίνακες
  

, 







000
000  

 
είναι μηδενικοί.

 Αν με συμβολίσουμε τον πίνακα του οποίου όλα τα στοιχεία είναι αντίθετα των 
αντίστοιχων στοιχείων ενός πίνακα , τότε ισχύει

 πίνακας  λέγεται αντί ετο  του πίνακα .

 +   =      αντιμεταθετική  
 +  (  +  )  =  (  +  )  +       προσεταιριστική

 +  v  =  v  +   =  

   (   ( )  +    =  v  
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ια παράδειγμα, ο αντίθετος του πίνακα 
 









−

−
207
163

 είναι ο πίνακας 3 6 1
7 0 2

− − 
 − 

.

 προσεταιριστική ιδιότητα μας επιτρέπει να γράφουμε      για καθένα από τα 
ίσα αθροίσματα   (   , (     . μοίως, αν  , , ,  είναι πίνακες του ίδιου 
τύπου, τότε έχουμε

 

και επομένως, μπορούμε να γράφουμε      για καθένα από τα αθροίσματα 
αυτά. ενικά, επειδή ισχύει η αντιμεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα, μπορεί να 
αποδειχθεί ότι το άθροισμα τριών ή περισσοτέρων πινάκων ,  , ..., A  είναι το ίδιο 
κατά οποιονδήποτε τρόπο και αν εκτελεστεί η πρόσθεση και συμβολί εται με     
...  A .

 
πως και στην περίπτωση των πραγματικών αριθμών, έτσι και στους πίνακες η αφαίρεση 

ορί εται με τη βοήθεια της πρόσθεσης. υγκεκριμένα, αν ,  είναι δύο πίνακες, 
τότε η διαφορά   ορί εται ως ε ής

ια παράδειγμα, αν 
3 2
4 0
6 3

A
− 

 =  
 − 

 και 
 
















−=

10
23
14

B , τότε

3 2 4 1 3 2 4 1 1 3
4 0 3 2 4 0 3 2 7 2
6 3 0 1 6 3 0 1 6 2

A B
− − − − − −         

         − = − − = + − = −         
         − − − −         

.

ηλαδή, ο πίνακας    προκύπτει με αφαίρεση των στοιχείων του  από τα αντίστοιχα 
στοιχεία του .
Από τους παραπάνω ορισμούς της πρόσθεσης και της αφαίρεσης προκύπτει ότι

ράγματι

 Αν   = , τότε   = , οπότε   , ενώ

 Αν   , τότε   =  , οπότε   = .

   
 παρακάτω πίνακας  περιγράφει τις τιμές πώλησης σε ευρώ τριών ηλεκτρικών ειδών 

μιας βιομηχανίας σε δυο υποκαταστήματα.

)]([)]([)()(])[( ΔΓBAΔΓBAΔΓBAΔΓBA +++=+++=+++=+++  
 [( ) ] [( ) ]= + + + = + + +A B Γ Δ B A Γ Δ  κτλ. 

     (  

+ = ⇔ =X B+ =X B+ = A X⇔ =A X⇔ = A B−A B−
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       Τηλεορ.     ίντεο  τερεοφ.
ο

ο

5 0 0 3 0 0 6 0 0 1 υποκατάστημα
4 5 0 2 8 0 5 5 0 2 υποκατάστημα

A

Αν κατά την περίοδο των εκπτώσεων, ο βιομήχανος προτίθεται να κάνει έκπτωση 0  
στα προ όντα του, τότε πρέπει να διαμορφώσει τις νέες τιμές στο 0  των προηγουμένων. 

ι νέες τιμές πώλησης θα προκύψουν αν πολλαπλασιάσουμε τις παλιές τιμές με 0, , 
όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα

0 , 8 5 0 0 0 , 8 3 0 0 0 , 8 6 0 0
0 , 8 4 5 0 0 , 8 2 8 0 0 , 8 5 5 0

B
4 0 0 2 4 0 4 8 0
3 6 0 2 2 4 4 4 0

 πίνακας  λέγεται γινόμενο του αρι μού  με τον πίνακα  και συμβολί εται με  . 
 δηλαδή είναι = 0, . ενικά, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό

 

ινόμενο ενό  πραγματικού αρι μού  με ναν πίνακα = i j ] , λέγεται ο πί-
νακας που προκύπτει αν πολλαπλασιάσουμε κάθε στοιχείο του  με .  πίνακας 
αυτός συμβολί εται με  .  ή . ηλαδή,

.  = α

 πρά η με την οποία βρίσκουμε το γινόμενο αριθμού με πίνακα λέγεται π απ α
α αρ θ π α α .

ια παράδειγμα, το γινόμενο του αριθμού    με τον πίνακα 
 









−−
−

=
412
152

A είναι 
ο πίνακας

6 15 3
6 3 12

− − 
=  − 

.

     

     
Αν ,  είναι  πίνακες και ,  πραγματικοί αριθμοί, τότε ισχύουν οι παρακάτω 
ιδιότητες, που είναι άμεση συνέπεια του ορισμού

Επιπλέον, ισχύει η ισοδυναμία

1. ( )+ = +κ λ A κΑ λΑ  
2. ΒΑ λλBAλ +=+ )(  
3. ( ) ( )=κ λΑ κλ A  
4. AA =1  

 

 0 ή= ⇔ = =v v
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Ε ΡΜΟΓΗ 

Να βρε εί ο πίνακα   για τον οποίο ισ ύει

 

















−
−=−
















−

−

14
02
13

53
10
75
21

2 X .

ια τ τοια ισότ τα είναι μια   

ΛΥΣΗ

Έχουμε

ΣΚΗΣΕΙΣ
 

 

1.  ε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις, να βρείτε το άθροισμα   και 
την διαφορά  , εφόσον φυσικά ορί ονται

  

 

1 2 3 1
2 5 7 3 5 2 0

0 1 4 1
X

−   
   − − = −   
   −    















−

−
−

















−
−=−⇔

10
75
21

2
14
02
13

53X  

15 5 2 4 17 1
3 10 0 10 14 3 20 14

20 5 0 2 20 7
X X

−     
     ⇔ − = − + − ⇔ − = −     
     − − −     

 























−

−

−−

=⇔
















−
−−=−−⇔

3
7

3
20

3
14

3
20

3
1

3
17

720
1420

117

3
1)3(

3
1 XX .  

 i) 
5 2
1 3

A
− 

=  
 

, 







−

=
52
36

B  

ii) 
6 7 8 9
5 6 7 8

A  
=  

 
,    

5 6 7 8
6 7 8 9

B  
=  
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       ,        

 
5 1 2
0 3 1
6 2 1

A
− 

 =  
 − 

, 
 
















−=

52
13
04

B

 
α β γ

A x y ω
κ λ μ

 
 =  
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να βρείτε το άθροισμα       . 
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7.  α αποδεί ετε ότι το άθροισμα
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είναι ένας διαγώνιος πίνακας.
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, να βρείτε τις τιμές των α β  ώστε να 

ισχύει

 
   α βρείτε τα  για τα οποία ισχύει

   α βρείτε τους πίνακες X , Y  για τους οποίους ισχύει

και
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A και , να λύσετε την ε ίσωση

.

   Μια βιομηχανία που κατασκευά ει τηλεοράσεις, βίντεο και φωτογραφικές 
μηχανές έχει δύο εργοστάσια παραγωγής  και . Το κόστος παραγωγής ανά 
συσκευή δίνεται σε δεκάδες ευρώ στους παρακάτω πίνακες
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.

    α βρείτε το ημερήσιο επίπεδο παραγωγής, αν αυτή αυ ηθεί κατά 0 .

   α βρείτε το σύνολο της παραγωγής ανά προ όν σε  μήνες, αν υποτεθεί ότι τα 
εργοστάσια δούλεψαν  μήνες με το προηγούμενο επίπεδο και  μήνες με το νέο 
επίπεδο παραγωγής (  μήνας =  0 μέρες .

3 ΟΛΛ Λ ΣΙ ΣΜΟΣ Ι ΚΩ

Ο     
Ας υποθέσουμε ότι για την κατασκευή δύο ειδών γλυκισμάτων  και  χρεια όμαστε τα 
υλικά σε  που φαίνονται στον παρακάτω  πίνακα
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Έστω επίσης ότι το κόστος σε ευρώ των υλικών αυτών ανά κιλό, για τα έτη 00  και 
00 , είναι όπως δείχνει ο παρακάτω πίνακας

                                                     00  00

1 1,2
0,8 1

3 4
B

 
 =  
  

ια να βρούμε το κόστος σε ευρώ των υλικών του γλυκίσματος  πολλαπλασιά ουμε 
τις ποσότητες των υλικών με τις αντίστοιχες τιμές και προσθέτουμε τα γινόμενα αυτά. 

ηλαδή το κόστος του  το 00  ήταν

,  .   0,  . 0,   0,  .   ,
 παραπάνω διαδικασία περιγράφεται με τη βοήθεια των πινάκων ως ε ής

αλεύρι 
άχαρη 

βούτυρο

  γλύκισμα

   γλύκισμα.
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  πίνακας ,  λέγεται γινόμενο της πρώτης γραμμής του  επί την πρώτη στήλη 
του . Αναλόγως, το κόστος του  το 00  ήταν

1 2 1 2 0 6 1 0 3 4 3 24, , , , ,⋅ + ⋅ + ⋅ =

ηλαδή παριστάνεται με το γινόμενο της πρώτης γραμμής του  επί την δεύτερη στήλη 
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μοίως, το κόστος του  το 00  ήταν
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δείχνει το κόστος των γλυκισμάτων κατά τα έτη 00  και 

00 .  πίνακας  που προκύπτει με τον πιο πάνω τρόπο λέγεται γινόμενο του πίνακα  
με τον πίνακα  και συμβολί εται με .  ή , δηλαδή

.
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Αν  =  α  είναι ένας μ ν×  πίνακας και B βkj= [ ]β[ ]βkj[ ]kj  είναι ένας ×  πίνακας, τότε 
ορί ουμε ως γινόμενο του πίνακα  με τον πίνακα  και το συμβολί ουμε με 
A BA BA B ή με  τον ×  πίνακα, του οποίου κάθε στοιχείο  είναι το άθροισμα των 
γινομένων των στοιχείων της γραμμής του  με τα αντίστοιχα ν στοιχεία της 

στήλης του . ηλαδή,
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Τονί εται ότι το γινόμενο  ορί εται όταν ο αριθμός των στηλών του πίνακα  είναι 
ίσος με τον αριθμό των γραμμών του πίνακα .
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τότε, σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, ορί ονται τα γινόμενα , ,  και είναι
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ενώ δεν ορί ονται τα γινόμενα ,  και .

Ι     
 Αν ,  είναι πραγματικοί αριθμοί και ,  είναι πίνακες, τότε ισχύουν οι παρακάτω 

ιδιότητες με την προ πόθεση ότι ορί ονται οι πρά εις που σημειώνονται. 
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 του οποίου κάθε 

στοιχείο της κυρίας διαγωνίου είναι ίσο με , τότε για κάθε τετραγωνικό  πίνακα  
ισχύει

    

 πίνακας αυτός λέγεται μοναδιαίο  πίνακα .

ια παράδειγμα, οι πίνακες 
 









=

1
,

0
01

2I
 
















=

100
010
001

3I  είναι μοναδιαίοι.

Τον πίνακα  θα τον συμβολί ουμε απλούστερα με , όταν είναι προφανής ο τύπος του.
Αν τώρα  είναι ένας  πίνακας, τότε ισχύουν

Ι  =    και   Ι   = .
ια παράδειγμα
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 προσεταιριστική ιδιότητα μας επιτρέπει να γράφουμε  για καθένα από τα ίσα 
γινόμενα ( , ( . μοίως, αν , , ,  είναι πίνακες τέτοιοι, ώστε να ορί ονται τα 
γινόμενα , ,  τότε έχουμε

 BAABAA BA B ) ]([])[ () ]([)) ((])[ (

και μπορούμε να γράφουμε  για καθένα από τα γινόμενα αυτά.
ενικά, επειδή ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα, μπορεί να αποδειχτεί ότι όταν 

πολλαπλασιά ουμε έναν αριθμό πινάκων , , ...,  το γινόμενο θα είναι το ίδιο κατά 
οποιονδήποτε τρόπο και αν εκτελεστεί ο πολλαπλασιασμός, χωρίς όμως να αλλά ει η 
σειρά των παραγόντων και συμβολί εται με  ... .
Αν ο  είναι ένας τετραγωνικός πίνακας, τότε ορί ονται τα γινόμενα , , , κτλ. 
και τα συμβολί ουμε με μορφή δυνάμεων ως ε ής  , , , ..., αντιστοίχως. ρί ουμε 
επίσης   .
Αν , q  είναι θετικοί ακέραιοι, και  πραγματικός αριθμός, αποδεικνύεται ότι

.A q = A ,        (A  A    και   (   A .

νωρί ουμε ότι για τον πολλαπλασιασμό των πραγματικών αριθμών ισχύει, επιπλέον, 
και η αντιμεταθετική ιδιότητα. ηλαδή, ισχύει α β  β α για οποιουσδήποτε α, β

R.  ιδιότητα, όμως, αυτή δεν ισχύει για τον πολλαπλασιασμό των πινάκων, αφού 

υπάρχουν πίνακες ,  με   . ια παράδειγμα, αν A =
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Επειδή, λοιπόν, δεν ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα οι ισότητες

δεν ισ ύουν π ντοτε. την περίπτωση, όμως, που   οι παραπάνω ισότητες 
ισχύουν.
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Είναι λογικό τώρα να ρωτήσουμε  Αν δοθεί ένας πίνακας  μπορούμε να βρούμε έναν 
πίνακα  τέτοιον ώστε να ισχύει   ; ”

ύμφωνα με τον πολλαπλασιασμό που ορίσαμε μια τέτοια ερώτηση έχει νόημα μόνο αν 
ο  είναι ένας τετραγωνικός πίνακας. δηγούμαστε έτσι στον ε ής ορισμό

Έστω  ένας τετραγωνικός πίνακας τύπου . Αν υπάρχει τετραγωνικός πίνακας 
 τύπου , τέτοιος ώστε να ισχύει   , τότε ο  λέγεται αντιστρ ιμο  

πίνακα  και ο  αντίστρο ο  του .

Αν ένας πίνακας  έχει αντίστροφο, τότε αποδεικνύεται ότι αυτός είναι μοναδικός και 
συμβολί εται με . Έτσι έχουμε

   

ια παράδειγμα, αν
 

31
21

A   και  
11
23

B ,

τότε έχουμε

 
IA B

10
01

11
23

31
21

  και  
 

IB A
10
01

31
21

11
23

.

Άρα, ο  είναι ο αντίστροφος του .

 ύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, ο πίνακας  είναι αντίστροφος του , όταν    
και   . Αποδεικνύεται, όμως, ότι

Αν για δυο  πίνακες ,  ισχύει μια από τις ισότητες

    και    ,

τότε θα ισχύει και η άλλη.

Με βάση αυτό το θεώρημα, για να αποδεί ουμε ότι ένας  πίνακας  είναι αντίστροφος 
ενός  πίνακα , αρκεί να αποδεί ουμε μία μόνο από τις ισότητες    και   .

 Τέλος, αν ένας πίνακας  είναι αντιστρέψιμος, τότε ισχύουν οι ισοδυναμίες

ράγματι, για την (  έχουμε
 Αν  , τότε  , οπότε  .

i ) BAXBA XA XA 1

i i ) 1B AB ABXBX AX AX
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 Αν   , τότε   , οπότε   .
μοίως αποδεικνύεται και η .

νωρί ουμε ότι για τον πολλαπλασιασμό των πραγματικών αριθμών ισχύει επιπλέον και 
η ιδιότητα  αν α . β =  0, τότε α =  0 ή β  0 .  ιδιότητα, όμως, αυτή δεν ισ ύει για τον  
 
πολλαπλασιασμό των πινάκων, αφού π.χ. για τους πίνακες A =











1 0
1 0  

και B =
−
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1 1

  
 
ισχύει AB =
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1 0
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0 0
0 0

χωρίς, ωστόσο, να είναι    ή   . ηλαδή  

πορεί να γινόμενο πιν κ ν να ισούται με το μ δενικό πίνακα  ρί  καν να  να 
είναι μ δενικό . 

την περίπτωση όμως που ισχύει  v και ο ένας από τους πίνακες είναι αντιστρέψιμος, 
τότε ο άλλος είναι μηδενικός. ράγματι, αν ο  είναι αντιστρέψιμος, τότε έχουμε 
διαδοχικά

     v

1  1 v

 v

 v.

   x   

Έστω A
α β
γ δ

=








  ένας  πίνακας. α ε ετάσουμε πότε αυτός αντιστρέφεται και θα  

 
βρούμε τον αντίστροφό του.

ια να αντιστρέφεται ο , πρέπει και αρκεί να υπάρχει πίνακας X
x y
z ω

=








  τέτοιος, 

ώστε να ισχύει    ή, ισοδύναμα,

α β
γ δ

x y
z ω
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  (   και 
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1
0

δωγy
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Αρκεί, επομένως, τα συστήματα (  και (  να έχουν λύση. Τα συστήματα αυτά έχουν
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δγ
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D −==
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D
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1
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, D
α
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γ
z

1
0

, D
β
δ

βy −
0
1

, D
α

α
γω

0
1

.

Επομένως

  ν D ≠ , τότε τα συστήματα (  και (  έχουν μοναδική λύση, οπότε ο πίνακας  
αντιστρέφεται.  λύση του (  είναι το εύγος (x , z  με

 
DD

D
x x  και  

DD
D

z z ,

ενώ η λύση του (  είναι το εύγος (y ,  με

 
D
β

D
D

y y  και  
D
α

D
D

.

Άρα

D
α

D

D
β

DX , οπότε ο αντίστροφος του  είναι ο πίνακας

 
α
β

D
A 11 .

 Αν   , τότε ένα τουλάχιστον από τα συστήματα (  και (  είναι αδύνατο, οπότε ο 
πίνακας  δεν αντιστρέφεται. ράγματι

α    Αν Dx ≠ 0  ή  Dy ≠ 0  ή  Dz ≠ 0  ή  Dω≠ 0 , τότε ένα τουλάχιστον από τα συστήματα 
(  και (  θα είναι αδύνατο.

β    Αν D D D D , τότε α =  β =   =  =  0, οπότε και πάλι τα δύο συστήματα 
θα είναι αδύνατα.

Αποδεί αμε λοιπόν ότι

  πίνακας A
α β
γ δ

=














γ δγ δ








 είναι αντιστρέψιμος, αν και μόνο αν 
α β
γ δ

≠ 0 .

   αντίστροφος ενός πίνακα A
α β
γ δ

=
























, αν υπάρχει, δίνεται από τον τύπο

A
D

δ β
γ α

− =
δ β−δ β

−
























1 1 , όπου D
α β
γ δ

= .

ια παράδειγμα
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α   πίνακας A =










3 4
1 2

 αντιστρέφεται, γιατί 
3 4
1 2

2 0= ≠  και ο αντίστροφός του  
 
     είναι ο

A − =
−

−










1 1
2

2 4
1 3

.

β     πίνακας A =










4 2
2 1

 δεν αντιστρέφεται, γιατί 
4 2
2 1

0 .

Ε ΡΜΟΓΗ 

ίνονται οι πίνακε  A =
−









2 1
3 4

 και B =
−











11 3
22 1

  α βρε εί ο αντίστρο ο  του πίνακα 

 Να λυ εί  ε ίσ σ    

ΛΥΣΗ
  ια τον πίνακα  έχουμε D =

−
= ≠

2 1
3 4

11 0. Άρα

   
A − =

−










1 1
11

4 1
3 2      (

 Επειδή ο πίνακας  είναι αντιστρέψιμος, έχουμε

AX B X A B X= ⇔ = ⋅ ⇔ =
−









 ⋅

−










−1
1 1

11
4 1
3 2

11 3
22 1

( )

    

⇔ =
−









X

6 1
1 1

.

ΣΚΗΣΕΙΣ

 
   α βρείτε τα γινόμενα  και  σε όποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις 
ορί ονται

 A = [ ]3 2 1 , B =
















2
3
0

   A =
−

−










4 2
2 1

, B =










2 1
4 2
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 A =
−

−

















3 0 1
0 4 2
5 3 1

, B =
−

−
−

















1 5 0
4 1 2
0 1 3

 A =
− −











4 2 1
3 1 3

, B =
−

















2 1 3
0 1 2
4 7 1

.

2.  Αν A =
−















1 1
0 1
2 0

, B =










0 1 1
1 0 1

 και Γ =
−















1 1 0
1 0 1
0 2 2

.

α βρείτε τους πίνακες   A B         .

3.  α στοιχεία για τις αμοιβές και τον αριθμό των εργατών σε δύο οικοδομικές 
εταιρείες  και  έχουν με μορφή πινάκων ως ε ής

Αριθμός εργατών   μερήσιες αποδοχές
Ειδικευμένοι   Ανειδίκευτοι  (σε ευρώ

A
B

60 75
30 60











   Ειδικευμένοι 50
40









 .

     Ανειδίκευτοι

α εκφράσετε με τη βοήθεια του πολλαπλασιασμού των πινάκων το σύνολο των 
αμοιβών των εργατών στις δύο εταιρείες.

   ε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να αποδεί ετε ότι ο πίνακας  είναι 
αντίστροφος του .

A =










2 3
1 2

, B =
−

−










2 3
1 2

   A =
−
−

− −

















1 3 2
2 5 3
3 2 4

, B =
− −

−
−

















14 8 1
17 10 1
19 11 1

   α βρείτε τον αντίστροφο, εφόσον υπάρχει, καθενός από τους παρακάτω 
πίνακες

A =










2 3
1 2

, B =










4 2
2 1

   και   
 

θθ
θθ

συνημ
ημσυν

.

6.     α βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα  
αα
αα

ημσυν
συνημ .
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 α λύσετε την ε ίσωση  
 








 −
αα
αα

ημσυν
συνημ

 
 









−−

=
αα
αα

X
συνημ
ημσυν

.

 

  Αν A =










1 2
2 4

, τότε

  α βρείτε τις τιμές των x y R, ∈  για τις οποίες ισχύει A xA y I2= + .
 α υπολογίσετε τους πίνακες  και .

  ν A =
−

−










2 1
3 1

, να βρείτε τον πραγματικό αριθμό x , ώστε να ισχύει

A A xI3 10− − =v .

  α βρείτε τους πίνακες X
α

β
=











1
0

, α, β R για τους οποίους ισχύει   .

  Αν A =
−

−
−

















0 1 1
3 2 3
2 2 3

, B =
−
−

− −

















4 3 3
2 1 2
3 3 2

, να αποδεί ετε ότι

   A I2 = , B I2 =     ( )A B− =2 , I .

 A B A B2 2− ≠

  ν A =
− −











3 2
2 1

, να αποδεί ετε ότι

   πίνακας  αντιστρέφεται και να βρείτε τον  A .

 ΙΑ Α , ν ∈N*.

  ν
 συν ημ

( )
ημ συν

− 
=  

 

x x
A x

x x , 
 









−

=
xx
xx

xB
ημσυν
συνημ

)( , τότε

   α αποδεί ετε ότι  )2()(2 xAxA = ,  )2()(2 xAxB −=

  α αποδεί ετε ότι A x B x2 2( ) ( )+ =v

 α λύσετε την ε ίσωση A x B x I2 2 2( ) ( )− = .

   Μια βιομηχανία επίπλων κου ίνας έχει δύο εργοστάσια Ε  και Ε . ι πίνακες 
 και  δίνουν τις ώρες εργασίας που απαιτούνται για την κατασκευή κάθε 

επίπλου και τις ωριαίες αμοιβές του προσωπικού σε ευρώ αντιστοίχως.
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ατασκευή        άψιμο         υσκευασία Ε     Ε

 

  α βρείτε τον πίνακα και να ε ηγήσετε τι εκφρά ει.

  οιο είναι το κόστος εργασίας για την παραγωγή μιας καρέκλας στο εργοστάσιο 
Ε  και ενός πάγκου στο εργοστάσιο Ε ;

     Αν 
 

















−−−
=

312
625
311

A
 

















−
−

−
=

433
434
110

Bκαι , να αποδεί ετε ότι

  3A =  νA = , 3≥ν  και γενικάv v

 B   , B   και γενικά
 

θετικόςπεριττόςαν
θετικόςάρτιοςαν

B
I

B .

  
     ίνεται ο πίνακας 

 
1ημ

ημ1
συν

1)(
x

x
x

xA ,  
2

,
2
ππx

  α αποδεί ετε ότι (x  =  A ( x . 

 α λύσετε την ε ίσωση A (x   I . 

   Αν 

21
( ) 0 1 2

0 0 1

x x
A x x

 
 

=  
 
 

,

   α αποδεί ετε ότι  )()()( yxAyAxA
   α βρείτε τη σχέση μετα ύ των x , y  ώστε ο πίνακας (y  να είναι αντίστροφος 

του (x .

 α βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα 
1 1 1
0 1 2
0 0 1

M
 
 =  
  

.

1 1 .   Αν 
 
A ,

1
1

 R, τότε

   α αποδεί ετε ότι   ,    και γενικά ότι 
 

περιττόςαν,
άρτιοςαν,

A
I

A

 

Τραπέ ι
αρέκλα,
άγκος

4,02,15,1
3,09,01
2,06,06,0

M
 5 6 ατασκευή

6 7 άψιμο
4 5 υσκευασία

N
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  Αν   , να βρείτε τον πίνακα  για τον οποίο ισχύει 
 

10
1119 9 3 XA

 α υπολογίσετε το άθροισμα
 102 AAAI  .

12.    ίνεται ο πίνακας 
 

11
12

A

  α βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα 

 α βρείτε τον πίνακα  σε κάθε μια από τις παρακάτω περιπτώσεις

α  AX =
−









2 1
1 0

 β  AXA =










1 0
0 0

 γ  AX 2 2 .

13.    Αν A =
−











1
2

1 3

3 1
, τότε

  α αποδεί ετε ότι  =    και γενικά ότι
 

περιττόςαν,
άρτιοςαν,3

I
A .

 α βρείτε τις πραγματικές τιμές του x  για τις οποίες ισχύει

 ( 2) .v1989

 ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΜΕΤ Σ ΗΜ ΤΙΣΜΟΙ

Η   Γ  Μ
 νωρί ουμε από την Α  υκείου ότι συνάρτηση από ένα σύνολο  σε ένα σύνολο  

είναι μια διαδικασία με την οποία κάθε στοιχείο του  αντιστοιχί εται σε ένα και μοναδικό 
στοιχείο του . την παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με συναρτήσεις για τις οποίες τα 

 και  συμπίπτουν με το σύνολο E  των σημείων ενός 
καρτεσιανού επιπέδου O x y . ι συναρτήσεις αυτές λέ-
γονται γε μετρικοί μετασ ματισμοί στο επίπεδο ή, 
απλά, γε μετρικοί μετασ ματισμοί. ηλαδή, γεωμε-
τρικός μετασχηματισμός είναι οποιαδήποτε συνάρτηση

T:E E→ . 
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ς προς τη συνάρτηση αυτή η εικόνα, ( , του σημείου (  θα συμβολί εται με
M (x , y ).

Ένα παράδειγμα γεωμετρικού μετασχηματισμού 
είναι η συνάρτηση

T:E E→

 ),(),( yxMyxM ,

η οποία αντιστοιχί ει κάθε σημείο  στο συμ
μετρικό του  ως προς τον ά ονα x x .

 τη συνέχεια θα ασχοληθούμε μόνο με τους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς που 
απεικονί ουν τα σημεία  ),( yxM  στα  ),( yxM  των οποίων οι συντεταγμένες δίνονται 
από ένα σύστημα της μορφής

 
yxy
βyαxx

ή, ισοδύναμα, από μια ε ίσωση της μορφής

  
 

y
xβα

y
x

 (

όπου α β  πραγματικοί αριθμοί.
Αν  =  0 και  =  0, τότε η ε ίσωση (  παίρνει τη μορφή

 
y
xβα

y
x

 (

την περίπτωση αυτή ο γεωμετρικός μετασχηματισμός λέγεται γραμμικό  μετασ μα

τισμό  και ο πίνακας 
 βα

 λέγεται πίνακα  του γραμμικού μετασχηματισμού. 

ια παράδειγμα, ο γεωμετρικός μετασχηματισμός που ορί εται από το σύστημα

 
yxy
yxx

22
37

ή, ισοδύναμα, από την ε ίσωση 
 

y
x

y
x

22
37

 είναι ένας γραμμικός 

μετασχηματισμός με πίνακα τον 
7 3
2 2

 
 
 

. Με αυτόν τον μετασχηματισμό το σημείο 

( ,  απεικονί εται στο ( , , ενώ το σημείο ( ,  στο ( , , δηλαδή στον εαυ-
τό του.

 Ας θεωρήσουμε τώρα το γραμμικό μετασχηματισμό

M (x,–y)׳
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y
xβα

y
x

T :

 
και τα μοναδιαία διανύσματα  )0,1(i  και  )1,0(j . 

Τότε, η εικόνα  του πέρατος ( ,0  του διανύσματος 
i έχει συντεταγμένες (α, , αφού 

 αβα
y
x

0
1 ,

ενώ η εικόνα  του πέρατος (0,  του διανύσματος j
έχει συντεταγμένες (β, , αφού

 ββα
y
x

1
0

.

αρατηρούμε, δηλαδή, ότι

ι συντεταγμ νε  τ  εικόνα  του π ρατο   του διανύσματο  ( 1 , 0 )i  
είναι  πρ τ  στ λ  εν  οι συντεταγμ νε  τ  εικόνα  του π ρατο   του 
διανύσματο j  είναι  δεύτερ  στ λ  του πίνακα του γραμμικού μετασ ματισμού

ια παράδειγμα, ο γραμμικός μετασχηματισμός, που απεικονί ει τα πέρατα ( ,0  
και (0,  των διανυσμάτων  )0,1(i και  )1,0(j  στα σημεία ( ,  και ( ,    
 
αντιστοίχως, έχει πίνακα 

3 1
1 2

 
 
 

.

Τέλος, είναι προφανές ότι
 γραμμικό  μετασ ματισμό  Τ απεικονί ει το σ μείο Ο  στο Ο

Ε ΡΜΟΓΕΣ

   ίνεται ο γραμμικό  μετασ ματισμό

 
T

01
10

:
x x
y y

 
   Να βρε ούν οι εικόνε  ( x   y   και ( x   y   τ ν σ μεί ν ( x 1  y 1  και ( x2  y2  

αντιστοί
 Να αποδει τεί ότι  =  
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ΛΥΣΗ

 Έχουμε  
x
y

y
x

y
x

01
10

.

Επομένως, οι εικόνες των (x , y  και B (x , y  είναι τα σημεία ( y , x  και ( y , x  
αντιστοίχως.

 Είναι
 )()()()()()( 2

12
2

12
2

12
2

12 A ByyxxxxyyBA .

αρατηρούμε ότι ο μετασχηματισμός αυτός διατηρεί τις αποστάσεις. ι γεωμετρικοί 
μετασχηματισμοί που διατηρούν τις αποστάσεις λέγονται ισομετρίε .

2.  ίνεται ο γραμμικό  μετασ ματισμό
′    

=    ′     

4 3
:

1 1
x x

T
y y

α βρε εί

  ο πρότυπο του σ μείου  δ λαδ  το σ μείο x  y  που απεικονί εται 
στο  

  εικόνα τ  ευ εία    = x + 

ΛΥΣΗ
 σχύει

 
y
x

11
34

0
2 .

Επειδή ο πίνακας 
 

11
34

 είναι αντιστρέψιμος, πολλαπλασιά ουμε και τα δύο μέλη με  
 
τον αντίστροφό του, που είναι ο πίνακας 

 
41
31

 και έχουμε διαδοχικά

 

y
x

0
2

11
34 1

 
y
x

0
2

41
31

 
y
x

2
2

      

    

      .
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Άρα το σημείο  έχει συντεταγμένες ( , .

 Αρκεί να βρούμε την ε ίσωση η οποία επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των 
εικόνων των σημείων της ευθείας  και μόνο απ  αυτές. ράγματι, έχουμε

 

y
x

y
x

y
x

y
x 1

11
34

11
34

 
y
x

y
x

41
31

 
y
x

yx
yx

4
3

 
yxy

yxx
4

3

          

(

Επομένως, αν το σημείο (x ,y  ανήκει στην , τότε θα ισχύει

Άρα, το σημείο M (x , y  ανήκει στην ευθεία
 

2
1

2
1: xy .

Αλλά και α ρ , αν το σημείο M (x , y  ανήκει στην ευθεία  
2
1

2
: xy , 

τότε το M (x , y  ανήκει στην ευθεία   x   .

υνεπώς, η εικόνα της ευθείας   x    είναι η ευθεία 
 

2
1

2
1: xy .

Αποδεικνύεται ότι κάθε γραμμικός μετασχηματισμός, του οποίου ο πίνακας αντιστρ
εται, απεικονί ει

—  ευθείες σε ευθείες

—  ευθύγραμμα τμήματα σε ευθύγραμμα τμήματα με άκρα τις εικόνες των άκρων

—  πολύγωνα σε πολύγωνα με κορυφές τις εικόνες των κορυφών.

 12 xy

 1624 yxyx

 12 xy
 

2
1

2
1 xy
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ια παράδειγμα, με το μετασχηματισμό

 
y
x

y
x

T
01
12

:

το τρίγωνο  με κορυφές ( ,0 , B (–  και (0  απεικονί εται στο τρίγωνο  
που έχει ως κορυφές τις εικόνες ( , , B ( ,  και ( ,0 των κορυφών του τριγώνου 

.

Είναι βολικό, πολλές φορές, ένα πολύγωνο  ...  να το παριστάνουμε με τον πίνακα
 

yyy
xxx

21

21 ,

 
που έχει ως στήλες τις συντεταγμένες των κορυφών του. Τον πίνακα αυτόν θα τον λέμε  

πίνακα του πολυγ νου. Έτσι, ο πίνακας του  είναι ο  
330
011 , ενώ του  ο 

 
011
312 . Είναι φανερό ότι

  

 
31

.
0

011
01
12

011
312

Άρα ο πίνακας του τριγώνου  προκύπτει 
αν πολλαπλασιάσουμε τον πίνακα του γραμμικού 
μετασχηματισμού με τον πίνακα του τριγώνου 

. Αυτό ισχύει και για οποιοδήποτε πολύγωνο.

  
 υμμετρία  προ  τ ν αρ  τ ν α όν ν

αλούμε συμμετρία ως προς την αρχή των α όνων 
το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο 
κάθε σημείο (x , y  του καρτεσιανού επιπέδου 
απεικονί εται στο συμμετρικό του (x , y  ως 
προς την αρχή των α όνων. πως γνωρί ουμε από 
την Α  υκείου ισχύει

 
.

10
01

10
01

y
x

y
x

yxy
yxx

yy
xx

Άρα, η συμμετρία ως προς την αρχή των α όνων 
είναι γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 

 
I

10
01

.
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  υμμετρία  προ  ονα μια ευ εία  

αλούμε συμμετρία ως προς ά ονα μια ευθεία , το 
γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε 
σημείο (x , y  του καρτεσιανού επιπέδου απεικονί εται 
στο συμμετρικό του, (x , y , ως προς την ευθεία . 

την παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με τη συμ
μετρία ως προς τον ά ονα x x , τη συμμετρία ως προς 
τον ά ονα y y  και τη συμμετρία ως προς την ευθεία 

 x .

α   υμμετρία  προ  τον ονα x x.

πως γνωρί ουμε από την Α  υκείου ισχύει

 
y
x

y
x

yxy
yxx

yy
xx

10
01

10
01 .

Άρα, η συμμετρία ως προς τον ά ονα  είναι γραμ  

μικός μετασχηματισμός με πίνακα 
 

10
01

.

β  υμμετρία  προ  τον ονα y y.

πως γνωρί ουμε από την Α  υκείου ισχύει

 
y
x

y
x

yxy
yxx

yy
xx

10
01

10
01 .

Άρα η συμμετρία ως προς τον ά ονα y y  είναι ένας  
 
γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 

 
10
01

.

γ  υμμετρία  προ  ονα τ ν ευ εία y =  x  

πως γνωρί ουμε από την Α  υκείου ισχύει  

 
y
x

y
x

yxy
yxx

xy
yx

01
10

01
10 .

Άρα, η συμμετρία ως προς ά ονα την ευθεία y  =  x  είναι  
 
ένας γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 

 
01
10

.

ι παραπάνω γραμμικοί μετασχηματισμοί είναι όλοι ισομετρίε .
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 τρο  με κ ντρο  και γ νία  

Έστω O x y  ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο 
και θ μια θετική ή αρνητική γωνία. αλούμε στροφή 
με κέντρο  και γωνία θ το γεωμετρικό εκείνο 
μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε σημεί  M (x , y  
του επιπέδου αντιστοιχί εται στο πέρας M (x , y , 
του διανύσματος  MO  που είναι η τελική θέση του
 MO , αν αυτό στραφεί γύρω από το  κατά γωνία θ. 

Αν  είναι η γωνία που σχηματί ει το διάνυσμα  MO  
με τον ά ονα x x  και ρ το μέτρο του διανύσματος 
 MO , τότε θα ισχύει

 
ρy
ρx

ημ
συν     (    και   

 
)ημ (
)συν(

θρy
θρx     ( .

Έτσι, θα ισχύει

 
θρθρy
θρθρx

θθρy
θθρx

ημ)συν(συν)ημ(
ημ)ημ(συν)συν(

)ημσυνσυνημ(
)ημημσυνσυν(

 
θyθxy
θyθxx

συνημ
ημσυν)1(

 
y
x

θθ
θθ

y
x

συνημ
ημσυν

  
   

    

        

        .

Άρα, η στροφή με κέντρο  και γωνία θ είναι γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα  
  

θθ
θθ

συνμ
μσυν

. Ειδικότερα

α   στροφή με κέντρο  και γωνία 
 

2
πθ  έχει πίνακα 

 
01
10

.

β    στροφή με κέντρο  και γωνία θ =  π έχει πίνακα 
 

I
10
01

 
και είναι η συμμετρία 

ως προς την αρχή των α όνων.

γ   στροφή με κέντρο  και γωνία 
2

3 πθ  έχει πίνακα 
 

01
10

.

δ   Τέλος, η στροφή με κέντρο  και γωνία θ =  π έχει πίνακα 
 

10
01

και είναι η 

ταυτοτική απεικόνιση.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι και η στροφή είναι μια ισομετρία.
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 μοιο εσία  

αλούμε ομοιο εσία με κέντρο την αρχή των 
α όνων  και λόγο λ R *  το μετασχηματισμό 
με τον οποίο κάθε σημείο M (x , y  του επιπέδου 
αντιστοιχί εται στο σημείο M (x , y  που ορί
εται από την ισότητα

 O MMO .

Επειδή  ),( yxO M και  ),( yxMO , έχουμε

 ),(),( yxyxO MMO

 
yy
xx

 
yxy
yxx

0
0

 
y
x

y
x

0
0

   
 

Άρα, η ομοιοθεσία με κέντρο την αρχή των α όνων και λόγο   0 είναι ένας γραμμικός  

μετασχηματισμός με πίνακα
 

λ
λ
0

0 .

Ν Ν  Ν Ν
ια να θυμόμαστε τον πίνακα των παραπάνω γραμμικών μετασχηματισμών, αρκεί να 

θυμόμαστε ότι η πρώτη στήλη του είναι οι συντεταγμένες της εικόνας του σημείου 
( ,0 , ενώ η δεύτερη στήλη του είναι οι συντεταγμένες της εικόνας του (0, . 

ια παράδειγμα, ο πίνακας της συμμετρίας ως προς τον ά ονα x είναι ο
 

10
01

 που  
 
έχει για πρώτη και δεύτερη στήλη τις συντεταγμένες των συμμετρικών ως προς τον ά ονα 
x των σημείων ( ,0  και (0,  αντιστοίχως.

 αρ λλ λ  μετα ορ

Έστω  ),( 21  ένα διάνυσμα του καρτεσιανού επιπέδου O x y . αλούμε παράλληλη 
μεταφορά κατά διάνυσμα   το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε 
σημεί  M (x ,y  του επιπέδου αντιστοιχί εται στο σημείο M (x ,y  που ορί εται από την 
ισότητα  MM  ( χ. .
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Επειδή  ),( yyxxMM , έχουμε

 ),(),( 21yyxxMM
 

2

1

yy
xx

 

2

1

yy
xx

 

2

1

y
x

y
x

 

2

1

10
01

y
x

y
x

Άρα, η παράλληλη μεταφορά δεν είναι γραμμικός μετασχηματισμός. Είναι, όμως, 
ισομετρία.

Ε ΡΜΟΓΕΣ
1.  στ  Τ ο μετασ ματισμό  στρο  με κ ντρο Ο και γ νία

 
4
πθ  Να βρε εί 

 εικόνα C  τ  καμπύλ  C 1: xy  προ  το μετασ ματισμό Τ.

ΛΥΣΗ
Έστω M (x ,y  ένα σημείο του επιπέδου και M (x ,y  η εικόνα του ως προς το μετα
σχηματισμό . Τότε θα ισχύει
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Επομένως, αν τ  M ( x , y  ανήκει στην καμπύλη C , 
τότε θα ισχύει  

 x y  =   

           ,

οπότε το σημείο M (x , y  θα είναι σημείο της 
ισοσκελούς υπερβολής 

 2 2

2 2
2 2

x yC .

Αλλά και α ρ , αν το M (x , y  ανήκει στην καμπύλη C , τότε το M ( x , y  θα 
ανήκει στην C .

Άρα, η εικόνα της
 

x
yC 1: , ως προς τη στροφή με κέντρο  και γωνία 

 
4
πθ , είναι η 

υπερβολή 
 2 2

2 2
2 2

x yC . υνεπώς, η καμπύλη 
 

x
yC 1:  είναι μια υπερβολή που 

προκύπτει αν στρέψουμε την C  κατά γωνία 
4
πθ .

2. στ  Τ1  και Τ  οι γραμμικοί μετασ ματισμοί με πίνακε

 
11
21

1A  και 
11
23

2A
 
αντιστοί  Να βρε εί ο πίνακα  του γραμμικού μετασ ματισμού που προκύπτει  
αν ε αρμόσουμε πρ τα τον T 1  και πειτα τον T 2  δ λαδ  του μετασ ματισμού 
 12 TT .

ΛΥΣΗ
Έστω ( x , y  ένα σημείο του επιπέδου. Αν M (x , y  είναι η εικόνα του  μέσω του 
μετασχηματισμού 1  και M (x , y  η εικόνα του M  μέσω του μετασχηματισμού 2, 
τότε θα ισχύει

 
y
x

y
x

11
21  και  

y
x

y
x

11
23 ,

οπότε θα έχουμε

 
1)()(

2
1 22 yx

 2 2

2 2
( ) ( ) 1

2 2

x y
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y
x

y
x

y
x

30
81

11
21

11
23 .

Άρα, ο πίνακας του  12 TT  είναι ο
 

30
81

 που είναι το γινόμενο 12 AA  των πινάκων των  
 
μετασχηματισμών 2  και 1. ενικά

ν 1  2 είναι πίνακε  δύο γραμμικ ν μετασ ματισμ ν  Τ1  και Τ2 αντιστοί  
τότε ο πίνακα  του γραμμικού μετασ ματισμού  12 TT  είναι ο  

. 
1  εν  του

 21 TT  είναι ο  
. 

2”.

ΣΚΗΣΕΙΣ

 
   α γράψετε τους πίνακες των γραμμικών μετασχηματισμών

 
yxy
yxx

T :1

 
yxy
yxx

T
2

:2

 
yxy
yxx

T
42
2

:3, ,  

και να βρείτε τις εικόνες των σημείων ( ,0  και (0, .

2.   α βρείτε το γραμμικό μετασχηματισμό που απεικονί ει τα πέρατα ( ,0  και 
(0,  των μοναδιαίων διανυσμάτων  i  και  j  στα σημεία  ( ,  και ( ,  

αντιστοίχως,  ( ,  και ( ,  αντιστοίχως.

   ίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός

 
y
x

y
x

T
01
12

: .

α βρείτε τις εικόνες των σημείων (0,0  και ( ,  και στη συνέχεια να 
αποδεί ετε ότι ο  δεν είναι ισομετρία.

4.    ίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός
 

y
x

y
x

T
11
12

:

  α βρείτε την εικόνα  του τετραγώνου  που έχει πίνακα

 
1100
0110 .

 α αποδεί ετε ότι το  είναι πλάγιο παραλληλόγραμμο.

22-0181-02-001-126.indd   48 11/3/2014   1:31:13 µµ



 Ι ΚΕΣ  ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ  

   ίνεται ο μετασχηματισμός
 

y
x

y
x

T
23
11

: .

α βρείτε

  το πρότυπο του σημείου (0,

 την εικόνα της ευθείας  y  =  x   .

   Τι παριστάνουν γεωμετρικά οι γραμμικοί μετασχηματισμοί που έχουν πίνακα

 

1.    ίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός

    α αποδεί ετε ότι ο  απεικονί ει όλα τα σημεία του επιπέδου στην ευθεία    
 y  =  x .

  α βρείτε τα πρότυπα του σημείου O (0,0 .

 α αποδεί ετε ότι το σημείο A ( ,  δεν έχει πρότυπο.

2.   ίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός

και δύο οποιαδήποτε σημεία A (x ,y , B (x ,y  του επιπέδου. α αποδεί ετε ότι

    T  δεν είναι ισομετρία, δηλαδή ότι  )()( A BBA ≠ .

    απεικονί ει το μέσο του ευθ. τμήματος  στο μέσο της εικόνας του .

 Το εμβαδόν του τριγώνου  είναι ίσο με το εμβαδό της εικόνας του O .

 
y
x

y
x

T
42
21

:

 
y
x

y
x

T
01
11

:

  i )  
2/32/1
2/12/3A ,  i i )  

20
02

A  

i i i )  
01
10

10
01

A ,                      i v )  
20
02

10
01

A  

 v )  
01
10

10
01

A ,                        v i )  
10
01

10
01

01
10

A .  
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3.   α βρείτε το γραμμικό μετασχηματισμό που απεικονί ει τα σημεία A ( ,  και 
B ( ,  στα σημεία

  A (0,  και B ( ,  αντιστοίχως

 A ( ,  και B ( ,  αντιστοίχως.

ε καθεμιά περίπτωση να βρείτε την εικόνα της ευθείας  y  =  x .

    α αποδεί ετε ότι καθένας από τους παρακάτω γεωμετρικούς μετασχηματισμούς 
είναι γραμμικός μετασχηματισμός.
    συμμετρία ως προς την ευθεία y  =  x .
   προβολή πάνω στον ά ονα x x .

  προβολή πάνω στον ά ονα y y .
  προβολή πάνω στην ευθεία y  =  x .

τη συνέχεια να βρείτε σε καθεμία περίπτωση την εικόνα του τετραγώνου   
 
με πίνακα  

1100
0110 και να επιβεβαιώσετε γεωμετρικά την απάντησή σας.

   ίνεται ο μετασχηματισμός  με πίνακα 
 

β
α

A
0

0
, όπου α > β > 0.

   α αποδεί ετε ότι η εικόνα του κύκλου C  x   y  =   είναι η έλλειψη

  1: 2

2

2

2

β
y

α
xC

 Αφού βρείτε την εικόνα O A  του τετραγώνου , που έχει πίνακα

 
1100
0110  

     
, να δεί ετε ότι (O A   αβ . ( .

 Η Ε ΟΙ  ΤΟΥ ΓΡ ΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜ ΤΟΣ

 άθε ε ίσωση της μορφής α x   α x  α x   β, όπου α , α , ..., α  β είναι πραγματικοί 
αριθμοί και x  άγνωστοι, λέγεται γραμμικ  ε ίσ σ  με  αγν στου . ι αριθ-
μοί α , α , ...α  λέγονται συντελεστ  τ ν αγν στ ν και ο  στα ερό  όρο .

ια παράδειγμα, η ε ίσωση x    είναι μια γραμμική ε ίσωση με δύο αγνώστους. 
Επίσης, η  152 4321 xxxx είναι γραμμική ε ίσωση με τέσσερις αγνώστους, 
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ενώ οι ε ισώσεις x  y    και  232 yx δεν είναι γραμμικές.
άθε διατεταγμένη άδα αριθμών (s 1, s , , s  που επαληθεύει μια γραμμική ε ίσωση 

με  αγνώστους λέγεται λύσ  τ  ε ίσ σ .
ια παράδειγμα, η διατεταγμένη τριάδα ( , 0,  είναι λύση της ε ίσωσης x  y    
, αφού  123202)1(3 .

 Ένα πλήθος  γραμμικών ε ισώσεων με  αγνώστους των οποίων ητάμε τις κοινές 
λύσεις, λέγεται γραμμικό σύστ μα  ε ισ σε ν με  αγν στου  ή απλούστερα  
γραμμικό σύστ μα.

ια παράδειγμα, το

 
23

132
yx
yx

 
( 1)

είναι ένα  γραμμικό σύστημα.

ενικά, ένα  γραμμικό σύστημα έχει τη μορφή

 

βxαxαxα

βxαxαxα
βxαxαxα







2211

2222 212 1

11212111

. . . . .. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .. . . . . . . . . .
 ( )

 ος δείκτης i  του συντελεστή α i j  δείχνει την ε ίσωση στην οποία ανήκει ο αi j , ενώ ο ος 
δείκτης  j  δείχνει τον άγνωστο με τον οποίο πολλαπλασιά εται ο α i j . ια παράδειγμα, ο α  
είναι ο συντελεστής του αγνώστου x  στην τρίτη ε ίσωση ενός συστήματος.

άθε διατεταγμένη άδα αριθμών η οποία επαληθεύει όλες τις ε ισώσεις ενός  
γραμμικού συστήματος, λέγεται λύσ  του συστήματος. ια παράδειγμα, η διατεταγμένη 
τριάδα (  , 0,  είναι λύση του συστήματος ( 1 , αφού (   0   .  =   και  

   . 0   =   .
 διαδικασία με την οποία βρίσκουμε τις λύσεις ενός συστήματος λέγεται επίλυσ  του 

συστήματος.
Ένα σύστημα που έχει μια τουλάχιστον λύση λέγεται συμβιβαστό, ενώ ένα σύστημα που 
δεν έχει καμία λύση λέγεται αδύνατο.
Τέλος, δύο γραμμικά συστήματα που έχουν τις ίδιες ακριβώς λύσεις λέγονται ισοδύναμα.

 Με τη βοήθεια των πινάκων το σύστημα ( 1  γράφεται

 
2
1

3
32

yx
yx

.
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Το ο μέλος όμως της ισότητας αυτής είναι το γινόμενο του  πίνακα 
 

131
312

  
 
 
των συντελεστών των αγνώστων με τον  πίνακα στήλη 

 
y
x

 των αγνώστων. 

Επομένως το σύστημα (  γράφεται

 

2
1

131
312

y
x

.

ενικότερα, το  γραμμικό σύστημα (  γράφεται

 

β

β
β

x

x
x

ααα

ααα
ααα







2

1

2

1

21

22 22 1

11211

.

Αν τώρα συμβολίσουμε με  τον πίνακα των συντελεστών των αγνώστων, με  τον 
πίνακα στήλη των αγνώστων και με  τον πίνακα στήλη των σταθερών όρων, τότε το 
(  γράφεται  =  .
Αν οι σταθεροί όροι ενός γραμμικού συστήματος είναι όλοι ίσοι με το μηδέν, τότε το 
σύστημα λέγεται ομογεν  και σύντομα γράφεται  v.

Τέλος ο πίνακας
 

βααα

βααα
βααα







21

222 22 1

111211

που αποτελείται από τον πίνακα  των συντελεστών των αγνώστων, συμπληρωμένο με 
τη στήλη των σταθερών όρων λέγεται επαυ μ νο  πίνακα  του συστήματος. πως 
θα δούμε στη συνέχεια, ο πίνακας αυτός παί ει σημαντικό ρόλο στην επίλυση του 
συστήματος.  κατακόρυφη διακεκομμένη γραμμή στον επαυ ημένο πίνακα προστίθεται 
απλώς για να εχωρί ει τη στήλη των σταθερών όρων.

 Ε ΙΛΥΣΗ ΓΡ ΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜ ΤΟΣ ΜΕ ΤΗ
  ΜΕ Ο Ο ΛΟΙ ΗΣ ΤΟΥ 

Αποδεικνύεται ότι, αν σε ένα γραμμικό σύστημα εφαρμόσουμε μια από τις επόμενες 
διαδικασίες, τότε προκύπτει ισοδύναμο σύστημα
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 Εναλλαγή της θέσης δύο ε ισώσεων
 ολλαπλασιασμός των μελών μιας ε ίσωσης με ένα μη μηδενικό αριθμό.
 ρόσθεση των μελών μιας ε ίσωσης (πολλαπλασιασμένων με έναν αριθμό  στα μέλη 

μιας άλλης.
Έτσι, όταν έχουμε να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα προσπαθούμε, εφαρμό οντας τις 
προηγούμενες διαδικασίες, να το μετασχηματίσουμε σε ένα άλλο ισοδύναμο σύστημα 
του οποίου η λύση να είναι προφανής.
Ας δούμε τώρα με ένα παράδειγμα πως εφαρμό ονται και πως συμβολί ονται οι τρεις 
αυτές διαδικασίες.

Έστω το γραμμικό σύστημα        
 

123
352

02

yx
yx
yx

 (

 
 ολλαπλασιά ουμε τα μέλη της

ης ε ίσωσης Ε  του (  με  και 
τα προσθέτουμε στα αντίστοιχα 
μέλη της ης ε ίσωσης Ε  του ( . 
Έτσι, απαλείφεται από την Ε  ο 
άγνωστος x .
 

 ολλαπλασιά ουμε τα μέλη της 
Ε  του (  με  και τα προσθέ
τουμε στα μέλη της Ε . Έτσι, 
απαλείφεται από την Ε  ο άγνω
στος x .

 ολλαπλασιά ουμε τα μέλη της

Ε  του (  με  
3
1 . Έτσι, ο συντε

λεστής του y  γίνεται .

υνεχί ουμε εφαρμό οντας τις παραπάνω διαδικασίες που παριστάνουμε πλέον μόνο 
συμβολικά

                     (

                     (
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Επειδή το σύστημα (  είναι ισοδύναμο με το αρχικό σύστημα ( , συμπεραίνουμε ότι 
η λύση του συστήματος είναι η τριάδα ( , 0, .
Μπορούμε να περιγράψουμε απλούστερα τη διαδικασία επίλυσης ενός  γραμμικού 
συστήματος, αν σκεφτούμε ως ε ής  Αφού κάθε ε ίσωση παριστάνεται με μια γραμμή 
του επαυ ημένου πίνακα, αρκεί οι παραπάνω μετατροπές των ε ισώσεων να γίνονται 
στις γραμμές , , , μ του επαυ ημένου πίνακα. ι μετατροπές αυτές λέγονται 
γραμμοπρ ει  και είναι οι ε ής  

ραμμοπρ  υμβολισμό

Ε α α θ ρα

απ α α α ρα α
αρ θ

ρ θ α ρα
π απ α α α αρ θ α
α α α α ρα

ταν έχουμε δύο πίνακες ,  που ο ένας προκύπτει από τον άλλο με γραμμοπρά εις, 
τότε οι πίνακες αυτοί λέγονται γραμμο σοδύναμοι ή απλώς ισοδύναμοι και γράφουμε 
 B~A . Είναι προφανές ότι, αν οι επαυ ημένοι πίνακες δύο συστημάτων είναι ισοδύναμοι, 
τότε και τα συστήματα είναι ισοδύναμα, αφού καθεμιά γραμμοπρά η εχωριστά οδηγεί 
σε σύστημα ισοδύναμο με το αρχικό.
Έτσι, η επίλυση του προηγούμενου συστήματος μπορεί να γίνει ως ε ής

 322 EEE
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y
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 τελευταίος πίνακας αντιστοιχεί στο σύστημα
 

1
0
1

y
x

.

Επομένως, η λύση του συστήματος είναι η τριάδα ( , 0, .
αρατηρούμε ότι ο τελευταίος πίνακας των συντελεστών των αγνώστων είναι ο μοναδιαίος 

 πίνακας. Έτσι μπορούμε να διαβάσουμε  αμέσως τη λύση του συστήματος.
ια να απλοποιήσουμε και να συντομεύσουμε ακόμη περισσότερο τη διαδικασία 

επίλυσης ενός συστήματος, πολλές φορές στο ίδιο βήμα εφαρμό ουμε περισσότερες από 
μία γραμμοπρά εις.
Ας λύσουμε τώρα και το σύστημα
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.

αίρνουμε τον επαυ ημένο πίνακα και έχουμε διαδοχικά
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210000
101000
300121

.

Έτσι το αρχικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το σύστημα

                                                                                         .

ύνουμε την πρώτη ε ίσωση ως προς έναν άγνωστο, π.χ. ως προς x (αυτό μας διευκολύ-
νει, αφού ο συντελεστής του αγνώστου αυτού είναι  και έχουμε

      .

Επειδή ο άγνωστος x  εκφρά εται ως συνάρτηση των x , x , αυτό σημαίνει ότι μπορού-
με να επιλέ ουμε αυθαιρέτως τις τιμές των x , x . ηλαδή, το γραμμικό σύστημα έχει 
άπειρο πλήθος λύσεων, τις διατεταγμένες πεντάδες  )2,1,,,23( 3232 xxxx , όπου οι 
x , x  μπορούν να πάρουν οποιεσδήποτε πραγματικές τιμές.

.χ. για x   , x   0 έχουμε τη λύση )2,1,0,1,1(  του συστήματος.
 τελευταίος από τους παραπάνω ισοδύναμους επαυ ημένους πίνακες είναι, όπως λέμε, 

ένας αν γμ νο  κλιμακ τό  πίνακα . ενικά, δίνουμε τον επόμενο ορισμό

 

Ένας  πίνακας λέγεται αν γμ νο  κλιμακ τό , αν ισχύουν συγχρόνως τα 
παρακάτω
α  ι μη μηδενικές γραμμές βρίσκονται πριν από τις μηδενικές.
β   Το πρώτο από αριστερά μη μηδενικό στοιχείο κάθε μη μηδενικής γραμμής είναι 

το  και βρίσκεται δε ιότερα του αντίστοιχου  της προηγούμενης γραμμής.
γ   Το πρώτο από αριστερά  κάθε μη μηδενικής γραμμής είναι και το μόνο μη 

μηδενικό στοιχείο της στήλης στην οποία ανήκει.

Έτσι π.χ. οι πίνακες

(  Ένας  πίνακας λέγεται, απλώς, κλιμακ τό , αν
α    ι μη μηδενικές γραμμές βρίσκονται πριν από τις μηδενικές και
β    Το πρώτο από τα αριστερά μη μηδενικό στοιχείο κάθε γραμμής βρίσκεται δε ιότερα από το αντίστοιχο 

στοιχείο της προηγούμενης γραμμής, χωρίς να είναι κατανάγκη ίσο με .
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είναι ανηγμένοι κλιμακωτοί, ενώ οι πίνακες

δεν είναι ανηγμένοι κλιμακωτοί.
χετικά με τους ανηγμένους κλιμακωτούς πίνακες ισχύει το παρακάτω θεώρημα.

άθε πίνακας μετατρέπεται σε ανηγμένο κλιμακωτό πίνακα με την εκτέλεση ενός 
πεπερασμένου πλήθους γραμμοπρά εων.

ύμφωνα με το θεώρημα αυτό κάθε πίνακας είναι ισοδύναμος με έναν ανηγμένο 
κλιμακωτό πίνακα. Μπορεί να αποδειχθεί ότι αυτός ο ανηγμένος κλιμακωτός πίνακας 
είναι και μοναδικός.

 παρακάτω αλγόριθμος μας δίνει μια μέθοδο με την οποία μπορούμε να βρίσκουμε κάθε 
φορά το μοναδικό αυτόν ανηγμένο κλιμακωτό πίνακα.

 ο    ρίσκουμε την πρώτη στήλη του πίνακα που περιέχει μη μηδενικό 
στοιχείο.

 ο    Μεταφέρουμε στον πίνακα πρώτη τη γραμμή που περιέχει μη μηδενικό 
στοιχείο της στήλης (γραμμοπρά η .

 ο    άνουμε το μη μηδενικό στοιχείο της στήλης μονάδα (γραμμοπρά η 
.

 ο    άνουμε όλα τα στοιχεία της στήλης που είναι κάτω από τη μονάδα 
μηδενικά (γραμμοπρά η .

 ο    Αγνοούμε την πρώτη γραμμή του πίνακα και επαναλαμβάνουμε τα 
βήματα  έως  για τις επόμενες γραμμές του πίνακα. Αν όμως οι 
γραμμές που απέμειναν είναι μηδενικές, πηγαίνουμε στο ο βήμα.

 ο    Από γραμμή σε γραμμή χρησιμοποιώντας το πρώτο από αριστερά  
κάθε γραμμής και τη γραμμοπρά η  κάνουμε μηδέν όλα τα στοιχεία 
της στήλης στην οποία βρίσκεται η μονάδα αυτή.
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 παραπάνω αλγόριθμος, που ονομά εται και αλγόρι μο  του , ολοκληρώνεται 
όταν σε κάθε μη μηδενική γραμμή του πίνακα το πρώτο από αριστερά  είναι και το μόνο 
μη μηδενικό στοιχείο της στήλης στην οποία ανήκει.
Έτσι για να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα με τον αλγόριθμο του , μετατρέπουμε 
τον επαυ ημένο πίνακά του σε έναν ισοδύναμο ανηγμένο κλιμακωτό πίνακα.

ια παράδειγμα, ας λύσουμε το σύστημα

χηματί ουμε τον επαυ ημένο πίνακα του συστήματος
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και έχουμε διαδοχικά
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)ο3βήμα(
)5 οβήμα(γραμμήη2τηΑγνοούμε
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 τελευταίος πίνακας είναι ανηγμένος κλιμακωτός και αντιστοιχεί στο σύστημα 

που είναι ισοδύναμο με το σύστημα

Επομένως, το σύστημα έχει άπειρο πλήθος λύσεων της μορφής

 Ας λύσουμε τώρα και το σύστημα  

χηματί ουμε τον επαυ ημένο πίνακα του συστήματος και έχουμε διαδοχικά
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Από την η γραμμή του τελευταίου πίνακα έχουμε ότι 0x   0  0z   0 = ή 0 =  , 
που σημαίνει ότι το σύστημα είναι αδύνατο. ενικά,

ν κατ  τ ν επίλυσ  ενό  συστ ματο  με τ  βο εια του επαυ μ νου πίνακα 
παρουσιαστεί μια γραμμ  τ  μορ  α|0...00  με  0≠α  τότε το σύστ μα είναι 
αδύνατο

Από τα συστήματα που λύσαμε μέχρι τώρα, παρατηρούμε ότι, όσα από αυτά είναι 
συμβιβαστά, ή έχουν μία μοναδική λύση ή έχουν άπειρο πλήθος λύσεων. ηλαδή, δεν 
εμφανίστηκε σύστημα που να έχει περισσότερες από μία αλλά πεπερασμένου πλήθους 
λύσεις. Αποδεικνύεται ότι αυτό ισχύει γενικά για τα γραμμικά συστήματα.

Ε ΡΜΟΓ

Να λυ εί το σύστ μα

1
1
1

,  .  
y

y
R

ΛΥΣΗ
χηματί ουμε τον επαυ ημένο πίνακα του συστήματος και έχουμε διαδοχικά

  

 Αν  1≠κ , τότε το σύστημα είναι αδύνατο.

 Αν 1κ , τότε ο τελευταίος πίνακας γράφεται                 .

Επομένως, το σύστημα ισοδυναμεί με την ε ίσωση

 xyyx 11

και έτσι έχει άπειρο πλήθος λύσεων της μορφής  )1,( xx , x R.
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11
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11
111
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ΣΚΗΣΕΙΣ

 

   α γράψετε τα συστήματα

     και   
 

63
12623
2

y
yx
yx

στη μορφή = , όπου  ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων, 
 ο πίνακας των αγνώστων και  ο πίνακας των σταθερών όρων.

  α γράψετε τα γραμμικά συστήματα που περιγράφουν οι ισότητες

i )  
3
2
1

3403
4312
1221

y
x

 i i )  

1
3
1
2

324
213
132
311

y
x

 

τη συνέχεια να γράψετε τους επαυ ημένους πίνακες των συστημάτων 
αυτών.

 
   α λύσετε τα συστήματα που αντιστοιχούν στους ανηγμένους κλιμα -

κωτούς πίνακες

  Με τον αλγόριθμο του  να λύσετε τα συστήματα
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i )  
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123
02
13
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B   

  μοίως τα συστήματα

6.   μοίως τα συστήματα

   α βρείτε τα α, β,  ώστε το σύστημα 
33
12
0

βyx
yαx
βyαx

  να έχει ως λύση την 

(x , y ,  =  ( , , .

   α βρείτε την ε ίσωση της παραβολής βxαxy 2 ,  α , β , ,   R που διέρχε-
ται από τα σημεία ( , 0 , ( , 0  και ( , .

   Αν 
2

0 πα, β,  

2
1εφσυνημ2

133εφσυν2ημ4
2εφσυν4ημ2

βα

βα
βα

και ,  

να αποδεί ετε ότι 
3
πβα .  

   Αν 
122
121
322

A και y
x

X , να λύσετε το γραμμικό σύστημα  .

   Αν 
 

22
11

A , να βρείτε όλους τους πίνακες  για τους οποίους ισχύει  

  .
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   α λύσετε τα συστήματα

i )  
2104

42
1

αyx
αyx

yx
 i i )  

yx
yx
yx

2
1032

6
 i i i )  

3)1(2

1

yx
yx
yx

,  .  R

 Ε ΙΛΥΣΗ ΓΡ ΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜ ΤΟΣ ΜΕ ΤΗ
 ΜΕ Ο Ο ΟΡΙ ΟΥΣΩ

Ε
την προηγούμενη παράγραφο περιγράψαμε μια μέθοδο με την οποία μπορούμε να βρί-

σκουμε τη λύση ενός γραμμικ ύ συστήματος.
μως, όπως έχουμε δει στα γραμμικά συστήματα με δύο αγνώστους, είναι χρήσιμο να 

έχουμε και έναν τύπο, ο οποίος να εκφρά ει τις λύσεις ενός γραμμικού συστήματος ως 
συνάρτηση των συντελεστών του.

ι τύποι που θα βρούμε γενικεύουν τους τύπους που ήδη έρουμε για την περίπτωση 
ενός γραμμικού συστήματος .

α προχωρήσουμε στην ανα ήτηση ενός τέτοιου τύπου που τα εργαλεία για την ανεύρε-
σή του είναι οι ορί ουσε .

Ο  22  

Έστω ο  πίνακας 
 

2 22 1

1211

αα
αα

A .

 αριθμός 122 12 2 αααα11  λέγεται ορί ουσα του πίνακα  και συμβολί εται με  || A ή με 

2 22 1

1211

αα
αα . ηλαδή,

 
122 12 211

2 22 1

1211|| αααα
αα
αα

A .

Επειδή η ορί ουσα αυτή αντιστοιχεί σε έναν  πίνακα, λέγεται ορί ουσα  τ .
ια παράδειγμα, η ορί ουσα

 του πίνακα 
 

22
13

A είναι  4262)1()2(3|| A

 του πίνακα 
 

10
01

I είναι  101|| I

 του πίνακα 
 0 0

0 0
v  είναι  | |v 0 .
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Ο  33  
 ορί ουσα ενός  πίνακα ορί εται με την βοήθεια της ορί ουσας ης τά ης ως ε ής

Έστω   πίνακας 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

α α α
A α α α

α α α

 
 =  
  

.

 αριθμός 
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11 αα
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α
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α +−  λέγεται ορί ουσα του πίνακα  

και συμβολί εται με || A  ή με 
 

333231

232221

131211

ααα
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.

ηλαδή
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α
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A +−== .             (

Επειδή η ορί ουσα αυτή αντιστοιχεί σε έναν  πίνακα, λέγεται ορί ουσα  τ .

ια παράδειγμα, αν 
 















 −
=

021
310
512

A , τότε

 
20)1(5)3(1)6(2

21
10

5
01
30

)1(
02
31

2|| −=−+−+−=+−−=A

 παράσταση (  με την οποία ορί εται η  || A  λέγεται αν πτυγμα τ  || A   προ  τα 
στοι εία τ  πρ τ  γραμμ .
Με εκτέλεση των πρά εων στο ανάπτυγμα αυτό έχουμε

)()()(|| 223132211323313321122332332211 αααααααααααααααA −+−−−=  

 )()()( 311232112331133311221332331221 ααααααααααααααα −−−+−−=  
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α
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α −+−=  
         

 (

 παράσταση (  λέγεται αν πτυγμα τ  || A   προ  τα στοι εία τ  δεύτερ  γραμ-
μ

μοίως, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι ισχύει και
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2221

1211
33

2321

1311
32

2322

1312
31||

αα
αα

α
αα
αα

α
αα
αα

αA +−= ,          (

που λέγεται αν πτυγμα  || A   προ  τα στοι εία τ  τρίτ  γραμμ .

αρατηρούμε ότι σε καθένα από τα αναπτύγματα της  || A , κάθε στοιχείο α  της αντίστοι-
χης γραμμής πολλαπλασιά εται με την ορί ουσα ης τά ης του πίνακα που προκύπτει 
από τον , αν παραλείψουμε τη γραμμή και τη στήλη του στοιχείου α .  ορί ουσα αυτή 
λέγεται ελλ σ ν ορί ουσα του στοι είου i j  και συμβολί εται με M i j .

αρατηρούμε επίσης ότι κάθε όρος ενός αναπτύγματος της  || A  έχει πρόσημο  ή , ίδιο 
με το πρόσημο του ( . Το γινόμενο    M i j  λέγεται αλγεβρικό συμπλ ρ μα του 
στοι είου i j  και συμβολί εται με A i j .

ηλαδή
 

i j
ji

i j MA )1( .

Με τους συμβολισμούς αυτούς τα αναπτύγματα ( , (  και (  γράφονται

 131312121111|| AαAαAαA

 2 32 32 22 22 12 1|| AαAαAαA

 3 33 33 23 23 13 1|| AαAαAαA .

Με εκτέλεση των πρά εων προκύπτουν

 3 13 12 12 11111|| AαAαAαA

 3 23 22 22 21212|| AαAαAαA

 3 33 32 32 31313|| AαAαAαA

που είναι ανάπτυγμα της  || A  ως προς τα στοιχεία της ης, της ης και της ης στήλης 
αντιστοίχως.

την πρά η το ανάπτυγμα που χρησιμοποιούμε για τον υπολογισμό μιας ορί ουσας είναι 
ως προς τη γραμμή ή στήλη που έχει τα περισσότερα μηδενικά.

ια παράδειγμα, αν 
1 1 2
2 0 3
0 1 0

A
− 

 =  
  

, τότε

 
1)43(

02
11

0
32
21

1
30
21

0|| =−−=
−

+−
−

=A .
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Ο    x   
ρίσαμε μέχρι τώρα την ορί ουσα ενός  πίνακα και με τη βοήθειά της την ορί ουσα 

ενός  πίνακα.
ρί ουμε επίσης ως ορί ουσα ενός πίνακα με ένα στοιχείο α , να είναι το ίδιο το στοι-

χείο.
ενικά, μπορούμε να ορίσουμε την ορί ουσα  τά ης  3  με τη βοήθεια του ορισμού 

της ορί ουσας   τά ης. Ένας τέτοιος ορισμός λέγεται .
υγκεκριμένα, έστω ο  πίνακας

 

ααα

ααα
ααα

A







21

22 22 1

11211

.

νομά ουμε ορί ουσα του πίνακα  και τη συμβολί ουμε με || A  ή

 

ααα

ααα
ααα







21

22 22 1

11211

τον αριθμό

AαAαAαA 1112121111|| 

όπου  i j
ji

i j MA )1( και M , η (   τά ης ορί ουσα του πίνακα που προκύπτει από τον 
, αν παραλείψουμε τη γραμμή και τη στήλη του στοιχείου α .
πως και στις ορί ουσες ης τά ης, η ορί ουσα M  λέγεται ελ σσ ν ορί ουσα του στοι-

είου i j  και το γινόμενο  i j
ji M1 )(  λέγεται αλγεβρικό συμπλ ρ μα του στοι είου i j .

 παράσταση  AαAαAα 1112121111   με την οποία ορίσαμε την || A  λέγεται, όπως 
και στις ορί ουσες ης τά ης, αν πτυγμα τ  ορί ουσα  κατ  τα στοι εία τ   
γραμμ

Αποδεικνύεται το επόμενο θεώρημα

ια οποιαδήποτε γραμμή  ή στήλη   ενός  πίνακα  ισχύει

α  iνiνiiii AαAαAαA +++= �2211||  και

β  νjνjjjjj AαAαAαA +++= �2211||
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 παράσταση (α  λέγεται αν πτυγμα τ  ορί ουσα  ως προς τα στοιχεία της i  γραμμής, 
ενώ η (β  αν πτυγμα τ  ορί ουσα  ως προς τα στοιχεία της  j  στήλης.

    Είναι φανερό ότι αν τα στοιχεία μιας γραμμής ή στήλης ενός πίνακα  είναι όλα 
μηδέν, τότε 0|| =A .

    Αν ένας πίνακας είναι τριγωνικός άνω ή κάτω, τότε αποδεικνύεται ότι η ορί ουσά του 
είναι ίση με το γινόμενο των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου. ια παράδειγμα

 

1
3
1)3(1

3
100

30

3l n21

5 .

    Αποδεικνύεται επίσης ότι, αν δύο γραμμές (δύο στήλες  ενός πίνακα είναι ίσες ή 
ανάλογες, τότε η ορί ουσα του πίνακα είναι ίση με μηδέν.

ια παράδειγμα,
 

0

151210

963

321

,

αφού 2   1.

Ε ΡΜΟΓΗ

Να βρε ούν τα αλγεβρικ  συμπλ ρ ματα τ ν στοι εί ν τ   στ λ  τ  ορί-
ουσα  τ ν πιν κ ν

i )  
 

113
202
121

A   i i )  
αα

αα
B

2

2

συν0συν2
010

συν20μ4

και στ  συν εια να υπολογισ ούν οι || A   || B .

ΛΥΣΗ
 Έχουμε
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8)62(

13
22

)1( 21
12A

 
431

13
11

)1( 22
2 2A

 
0)22(

22
11

)1( 23
3 2A .

Επομένως, 16014082102|| 3 22 212 AAAA .

 Έχουμε  
0

συνσυν 2
00

)1( 2
21

12 αα
B

 
ααα

αα
ααB 2συνσυνημ4

συνσυν2
2συνημ4

)1( 222
2

2
22

2 2

 12συν2ημ2συν)συνημ2( 2222 ααααα

 
0

00
2συνημ4

)1(
2

23
3 2

ααB

Επομένως
 1010|| 322212 =⋅++⋅= BBBB .

Ε         
πως είδαμε στα προηγούμενα, ένα γραμμικό σύστημα μπορεί να έχει μοναδική 

λύση ή άπειρο πλήθος λύσεων ή να είναι αδύνατο. την ειδική περίπτωση που το 
σύστημα είναι , το επόμενο θεώρημα, του οποίου η απόδει η παραλείπεται, μας 
πληροφορεί πότε το σύστημα αυτό έχει μοναδική λύση και πότε έχει άπειρο πλήθος 
λύσεων ή είναι αδύνατο.

Έστω το  γραμμικό σύστημα  =  .
 Αν 0|| 0|| ≠ 0|| 0|| A 0|| , τότε το σύστημα έχει μοναδική λύση την (x 1, x 2 , , x  με

όπου D  είναι η ορί ουσα || || A ||  των συντελεστών των αγνώστων και D x , , , ,
 είναι η ορί ουσα που προκύπτει από την D  αν αντικαταστήσουμε την i  στήλη 

των συντελεστών του αγνώστου x i  με τη στήλη των σταθερών όρων.

 Αν 0|| =A , τότε το σύστημα ή είναι αδύνατο ή έχει άπειρο πλήθος λύσεων.
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Από το θεώρημα αυτό προκύπτει ότι

Το ομογενές σύστημα   v ,
 έχει μόνο τη μηδενική λύση, αν και μόνο αν 0|| 0|| ≠ 0|| 0|| A 0|| .
 έχει και μη μηδενικές λύσεις (άπειρο πλήθος , αν και μόνο αν 0|| =A .

    Ένα  γραμμικό σύστημα A X   B  με 0|| ≠A , λέγεται και σύστ μα , η δε 
επίλυση του συστήματος αυτού αναφέρεται και ως κανόνα  του .  κανό -
νας του  δεν είναι αποδοτική μέθοδος για να χρησιμοποιηθεί στη λύση συ -
στημάτων με ένα μεγάλο αριθμό ε ισώσεων, γιατί πρέπει να υπολογιστούν πολλές 
ορί ουσες μεγάλης τά ης. ι  αυτό στη συνέχεια με τον κανόνα αυτόν θα επιλύουμε 
μόνο 2 2 και 3 3 γραμμικά συστήματα.

ς προς τους αριθμητικούς υπολογισμούς η μέθοδος επίλυσης συστήματος με τον 
αλγόριθμο του  υπερτερεί του κανόνα του . μως, ο κανόνας του 

 είναι ιδιαίτερα χρήσιμος σε θεωρητικά ητήματα.

    ια την επίλυση ενός  γραμμικού συστήματος A X   B  με 0|| =A  εργα όμαστε 
συνήθως με τη μέθοδο απαλοιφής του .

    Αν ένα  γραμμικό σύστημα είναι ομογενές, τότε D x 1  D x 2   D x   0, αφού 
όλες οι ορί ουσες έχουν μια μηδενική στήλη.

Ε ΡΜΟΓΕΣ

1.  Να λυ εί το σύστ μα 
 

252
12
1

ω
ω
ω

x
x
x

y
y

ΛΥΣΗ

Έχουμε 
 

04
521
112
101

≠D , 
 

7
522
111
101

D x

 
7

2 51
112
11 1

−

−

− ==Dy και

 

 
3

221
112
101

D .
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Επομένως, σύμφωνα με τον κανόνα του , είναι

 
4
7

D
D xx , , 

4
7

D
D xy  

4
3

D
D, ,

δηλαδή το σύστημα έχει τη μοναδική λύση
 

4
3,

4
7,

4
7 .

2. Να λυ εί το σύστ μα .

ΛΥΣΗ
Έχουμε

.

ι τιμές της παραμέτρου  που μηδενί ουν την ορί ουσα )1) (1(D  είναι οι 0, 
, .
 ια 0≠  και 1≠  και 1≠  είναι 0≠D  και επομένως
 

D
D xx 1

)1) (1(
)1) (1(

,  
 

D
D yy 1   και  

 
D

D 1

δηλαδή το σύστημα έχει τη μοναδική λύση 
 1,1,1 .

 ια   0, το σύστημα γίνεται 
 

1
1
1

yx
x

y
. Αν προσθέσουμε κατά μέλη

 
)1) (1()1(1)1(1)1(

11
11
11

2D

 
)1) (1()1(1)1(1)1(

11
11
111

2D x

 
)1) (1()11(1)1()1(

11
111
11

D y

 
)1 .) (1()1(1)11()1(

111
11
11

D
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τις δύο τελευταίες ε ισώσεις βρίσκουμε το σύστημα
 

2
1
1

y
x
y

, το οποίο προφανώς 
είναι αδύνατο.
 ια   , το σύστημα γίνεται

 

1
1

1
1
1

yx
yx

yx
yx
yx

 
22
1

y
yx

 
1y

x .

Επομένως, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής ( , , , R.

 ια  =  , το σύστημα γίνεται

1
1

1
1
1

yx
yx

yx
yx
yx

 

22
1yx

 

1
0yx

  

1
yx

.  

Επομένως, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής (y , , , y R.

3. Να λυ εί το ομογεν  σύστ μα 
 

0
0 .
0

λω
ωλ
ω

x
x

y
y

y
ΛΥΣΗ
Έχουμε 

 
)2()1()1()1()1(

11
11
11

22 .D

προσθέσαμε κατά
μέλη τις ε ισώσεις( )

προσθέσαμε κατά
μέλη τις ε ισώσεις( )
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ι τιμές της παραμέτρου  που μηδενί ουν την ορί ουσα  είναι οι  και .
 ια  1≠  και 2≠  είναι 0≠D  και επομένως το σύστημα έχει μοναδική λύση τη 

μηδενική (0, 0, 0 .

 ια    το σύστημα γίνεται 
 

⇔








=++
=+ +
=+ +

= 0
0
0
0ωyx

++ ωyxωyx
ωyx

και έχει άπειρες λύσεις της μορφής  ( , , ) , ,y y y R .

 ια  =   το σύστημα γίνεται
 

02
02
02

yx
yx
yx

033
033
02

x
yx
yx

 
δύοάλλεςτιςαπό

ε ίσωσηπρώτητηναφαιρέσαμε
 

x
xy

.  

Άρα, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής (x , x , x , x R

ΣΚΗΣΕΙΣ

 

    α υπολογίσετε τις ορί ουσες

    α λύσετε τις ε ισώσεις

i )  0
10

12
111

x
x

x
    i i )  0

33
1

11

x
xx

x
 

  i )  
5 000

320
053 0

,     i i )  
8
100
51

3

2

ee

e
,     i i i )  

θθ

θθ

ημ2συν
010

συν2ημ
 

i v )  
0
0
111

22 βα
βα ,      v )  

2l o g01
5l o g01

111
,     v i )  

ee

e

0
111
10

2

.  
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i i i )  0
1

3
21

xx
xx

x
       i v )  0

11ημ
11ημ
111

2 x
x .  

    α λύσετε τα συστήματα

 i i )  
366

11644
11443

yx
yx
yx

 

i i i )  
07
0
0432

zyx
zyx
zyx

  i v )  
2συν2ημ3
1συνημ2

xx
xx

,  )2,0[ πx .  

 
73
425

yx
yx

    α βρείτε τις τιμές του R για τις οποίες τα παρακάτω συστήματα έχουν και 
μη μηδενικές λύσεις.

i )  i i )  
 

0)1(3
0
0)2(

yx
yx
yx  

0

0

yx
0 .x

y

 
   α λύσετε για τις διάφορες τιμές των R τα συστήματα

 

i )  
222

1
1

yx
yx
yx

  i i )  
133

1
1

yx
yx
yx

.  

   α λύσετε το σύστημα
 

0
2

0)(

yx
.yx

yx

   α βρείτε τη σχετική θέση των ευθειών

 i i )  
53:
152:
52:

3

2

1

yx
yx
yx

 

i i i )  

i )  

1:
324:
02:

3

2

1

yx
yx
yx

       i v )  
562:
03:
193:

3

2

1

yx
yx
yx

.  

 

523:
12:
12:

3

2

1

yx
yx
yx
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   εωρούμε την ε ίσωση α   β  γ  0, 0≠α  και το σύστημα 

 

02
02
0

βyx
αyβx

zyx
.

    α αποδεί ετε ότι αν η ε ίσωση έχει δύο ρί ες άνισες, τότε το σύστημα έχει 
μοναδική λύση. α ε ετάσετε αν ισχύει το αντίστροφο.

 Αν η ε ίσωση έχει μια διπλή ρί α, να ε ετάσετε πόσες λύσεις έχει το σύστημα.

    Αν για τους α, β, R υπάρχουν x , R, που δεν είναι όλοι μηδέν, τέτοιοι 
ώστε να ισχύει

βyx   xαy  αyβxα

να αποδεί ετε ότι
12222 αββα .

   α λύσετε τα συστήματα
 

12
1 ,)1(
1)1(

yx
yx
yx

   R,      
 

0
0 .5
02

yx
yx
yx

7.    ίνεται ο πίνακας
 

21
32

A .

    α βρείτε τις τιμές του R για τις οποίες υπάρχει μη μηδενικός πίνακας 

y
x

X τέτοιος, ώστε    ( .

   ια τις τιμές του  που θα βρείτε να λύσετε την ε ίσωση ( .

 
1.    ίνεται ο πίνακας

xx
xx

xA
συνημ
ημσυν

)( .

 ΓΕ ΙΚΕΣ ΣΚΗΣΕΙΣ
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α αποδεί ετε ότι
   )()()( yxAyAxA

   )() ]([ 1 xAxA

  )() ]([ xAxA για κάθε ν *∈� .

2.    ίνεται ο πίνακας
 

000
100
010

M .
 

  α αποδεί ετε ότι  = v  και γενικά = v  για κάθε  3 .

  Αν  αMαMA 2  και  αMMααB 2)1( , α R, τότε να βρείτε το 
γινόμενο  και να αποδεί ετε ότι B  A .

3.    Αν 
 

10
01

I και 
 

01
10

J τότε να αποδεί ετε ότι
  
    J  I

   Το άθροισμα και το γινόμενο πινάκων της μορφής α  β , όπου α, β πραγ-
ματικοί αριθμοί είναι επίσης πίνακες της ίδιας μορφής.
  πίνακας α  β  έχει αντίστροφο, αν και μόνο αν  022 ≠βα .

 
    α αποδεί ετε ότι η συμμετρία ως προς ά ονα 
την ευθεία  του διπλανού σχήματος είναι γραμ-
μικός μετασχηματισμός με πίνακα

 
A

2συν2ημ
2ημ2συν

.

Μπορείτε από τον πίνακα  να βρείτε τους πίνα-
κες των συμμετριών ως προς τον ά ονα x x , τον 
ά ονα y y , την ευθεία y  =  x  και την ευθεία y  =  x ;

    Έστω ο γραμμικός μετασχηματισμός

 
y
xβα

y
x

T : , με 0≠
βα

.
  

   α αποδεί ετε ότι ο  είναι συνάρτηση .
  α βρείτε τον αντίστροφο του μετασχηματισμού .
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  α βρείτε τους αντίστροφους μετασχηματισμούς των συμμετριών της στρο-
φής και της ομοιοθεσίας.

6.     α λύσετε το σύστημα

  

 

0
0
0

22 yβxα
βyαx

zyx
, α β R * .

7.    α λύσετε για τις διάφορες τιμές του α 0, π  το σύστημα

 

0)συν()ημ(
0 .)συν()ημ(
0

22 yαxα
yαxα
yx

   α βρείτε για τις διάφορες τιμές του R  τις σχετικές θέσεις των ευθειών

:1 yx  yx:2  1.:3 yx1,

   α λύσετε το σύστημα

 

0
0
0)1(

y
y
yx

,    R .

    Έστω ο πίνακας
 

1
3
α

α
A . Αν υπάρχουν μη μηδενικός πίνακας 

 
y
x

X   
 
και πραγματικός αριθμός  τέτοιοι, ώστε να ισχύει A X   , να αποδεί ετε ότι 
 22 α .

1 1 .     α λύσετε το σύστημα
 

232
4532

yx
yx ,            R .

  α βρείτε τις τιμές του  για τις οποίες οι ε ισώσεις

0)45(32 2 tt

 0)23(22 tt

έχουν κοινή ρί α. οια είναι η κοινή ρί α σε κάθε μια περίπτωση
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ Κ Τ ΟΗΣΗΣ

 
ε κα εμι  από τι  παρακ τ  περιπτ σει  να κυκλ σετε το γρ μμα  αν ο 

ισ υρισμό  είναι αλ  και το γρ μμα  αν ο ισ υρισμό  είναι ευδ  αιτι-
ολογ ντα  συγ ρόν  τ ν απ ντ σ  σα

      Αν 2( 1)22 v, R, τότε  v.  Α 

      Αν (    v, R, τότε κατ  ανάγκη είναι  v.   Α 

      Αν (    (   v, R, τότε A   B .  Α 

      Αν A B   I , όπου A , B  τετραγωνικοί πίνακες, τότε οι A , B  
είναι αντιστρέψιμοι πίνακες.   Α 

      Αν A B   I , όπου A , B  τετραγωνικοί πίνακες, τότε B A   I .  Α 

      Αν (    v τότε κατ  ανάγκη θα είναι A   I .  Α 

      Αν A   I  τότε κατ  ανάγκη θα είναι 

  I    ή   A  =  I .  Α 

      Αν A   v τότε ο  δεν είναι αντιστρέψιμος.  Α 

      σχύει πάντοτε (   A .  Α 

    Αν A X   B X , τότε κατ  ανάγκη θα είναι A   B .  Α 

     αντίστροφος του πίνακα 
32
21  είναι ο πίνακας

12
23 .  Α 

    Τα συστήματα

153
032
02

zyx
zyx
zyx

και
12

0
0

zy
zy
zyx

είναι ισοδύναμα. Α 

    Αν ένα γραμμικό σύστημα έχει δυο διαφορετικές λύσεις, 
τότε θα έχει άπειρες λύσεις.  Α 
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   Ένα ομογενές σύστημα μπορεί να είναι αδύνατο. Α 

   Το σύστημα 
0
0)1(

yyyx
yxxx

 

έχει και μη μηδενικές λύσεις. Α 

   Αν η ε ίσωση α   β    =  0, με 0≠α , είναι αδύνατη στο R, τότε το σύστημα

βyβ yβ yxα xα x
αyyyxβ xβ x

2
2  έχει μοναδική λύση. Α 

 

   Το σύστημα 
yxxx
yyyx
yx

2
0

, ≠ , είναι αδύνατο.  Α 

   Έστω (  ένα  γραμμικό σύστημα.

  Αν 0|||||| zy DDD x , τότε το σύστημα είναι ομογενές. Α 

 Αν 0)1( 222
zy D 2D 2DD 2D 2

x , τότε το σύστημα είναι ομογενές. Α 

.

Να κυκλ σετε τ  σ στ  απ ντ σ  σε κα εμι  από τι  παρακ τ  περιπτ σει

    πίνακας 
330

044
2

2

22

22
 είναι ο μοναδιαίος, αν

Α    ,                      0,                      ,                      .

    Έστω  ένας  πίνακας. Αν υπάρχει πίνακας  τέτοιος, ώστε   , τότε 
ο  είναι τύπου
Α  ,                     ,                     ,                    .

    Έστω  ένας αντιστρέψιμος πίνακας και ≠ 0.  αντίστροφος του πίνακα  
είναι ο πίνακας

Α  A1 ,                    1AAA ,                    11 A ,                  .
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   Το σύστημα
1

1
yyyx
yxxx

 είναι αδύνατο, αν

Α    0,                     ,                      =  ,                  ≠ 0, , .

   ι ευθείες

2 1, 2 2 2, 2, 2 2.x y2 1x y2 1 x yx yx yx yx yx y x y, 2x y, 2, 2x y, 2, 2x y, 2, 2x y, 2, 2x y, 2, 2x y, 22 1+ =2 12 1x y2 1+ =2 1x y2 1 + =+ =2 2+ =2 2x y+ =x yx y+ =x yx y+ =x yx y+ =x y2 2x y2 2+ =2 2x y2 2 + =, 2+ =, 2, 2+ =, 2x y+ =x y, 2x y, 2+ =, 2x y, 2, 2x y, 2+ =, 2x y, 2, 2x y, 2+ =, 2x y, 2, 2x y, 2+ =, 2x y, 2
Α  ερνούν από το ίδιο σημείο.

 χηματί ουν τρίγωνο.
 Είναι παράλληλες ανά δύο.
 ι δύο είναι παράλληλες και η τρίτη τις τέμνει.

Ε  ι δύο συμπίπτουν και η τρίτη τις τέμνει.

Να αντιστοι ίσετε κ ε μετασ ματισμό τ  πρ τ  στ λ  στον πίνακ  του 
τ  δεύτερ  στ λ

  Ν

1.    τροφή κατά γωνία 9 0  και στη συνέχεια 
συμμετρία ως προς την ευθεία y  =  x .

2.   υμμετρία ως προς τον ά ονα x x  και 
στη συνέχεια συμμετρία ως προς την 
ευθεία y  =  x .

3.   υμμετρία ως προς την αρχή των α ό-
νων και στη συνέχεια συμμετρία ως 
προς την ευθεία y  =  x .

α .

β.

γ.

δ.

ε.
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜ

Ο        3   

Το επόμενο πρόβλημα προέρχεται από μια αρχαία κινε ική συλλογή προβλημά-
των με τίτλο Εννέα κεφάλαια στη μαθηματική τέχνη .  λύση που δίνεται εκεί 
συμπίπτει ουσιαστικά με τη σύγχρονη μέθοδο του επαυ ημένου πίνακα  και των 
γραμμοπρά εων . 

α α α α α ρ α α
α α d ρ .

α α α ρ α α α
d ρ .

α α ρ α α α α
d ρ .
α βρ θ π ρ α απ θ

Το πρόβλημα αυτό ανάγεται σήμερα στην επίλυση ενός γραμμικού συστήματος 
τριών ε ισώσεων με τρεις αγνώστους x , y , z

2 632
3 4 .32
3 923

zyx
zyx
zyx

το αρχαίο κείμενο, στο οποίο δεν υπάρχουν καθόλου σύμβολα, δίνονται οδηγίες 
για την τοποθέτηση των αριθμών στις κατακόρυφες στήλες ενός άβακα σύμφωνα 
με τον ε ής τρόπο

3 93 42 6
113
232
321

 παραπάνω διάτα η μετασχηματί εται στη συνέχεια ως ε ής
 η στήλη πολλαπλασιά εται επί  και κατόπιν αφαιρείται απ  αυτήν  φορές η η 

στήλη, με αποτέλεσμα

3 92 42 6
113
252
31
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ατόπιν η η στήλη πολλαπλασιά εται επί  και απ  αυτήν αφαιρείται η η στήλη, 
με αποτέλεσμα

3 92 43 9
118
254
3

Τέλος, η η στήλη πολλαπλασιά εται επί  και απ  αυτήν αφαιρείται  φορές η η 
στήλη, με αποτέλεσμα

3 92 49 9
113 6
25
3

Το αρχικό σύστημα έχει λοιπόν μετασχηματιστεί στο

9 93 6
2 45
3 923

z
zy
zyx

από το οποίο υπολογί εται αμέσως ο z  και με διαδοχικές αντικαταστάσεις, οι x , y . 
το αρχαίο κείμενο, με μια ανάλογη διαδικασία που εκτελείται πάνω στον άβακα, 

προσδιορί εται η λύση του προβλήματος

 δεμάτι της κακής συγκομιδής δίνει 
4
32  σιτάρι

 δεμάτι της μέτριας συγκομιδής δίνει 
4
14  σιτάρι

 δεμάτι της καλής συγκομιδής δίνει 
4
19  σιτάρι.

το έργο Αριθμητικά , του Έλληνα μαθηματικού της Αλε ανδρινής περιόδου 
ιόφαντου, υπάρχουν πολλά προβλήματα που ανάγονται στην επίλυση γραμμικών 

συστημάτων. το επόμενο, που είναι το πρόβλημα  του πρώτου βιβλίου, ο τρό-
πος επίλυσης βρίσκεται πολύ κοντά προς το σύγχρονο αλγεβρικό τρόπο σκέψης
Ε ρ αρα αρ θ π ρ α βα π π ρ π
α θ αρ θ α βρ θ αρ θ α βα α ρ α
π ρ α θ α αρ θ .

 ιόφαντος παρουσιά ει τη λύση του προβλήματος μέσα από μια ειδική περίπτω-
ση (που γενικεύεται άμεσα . Έστω, γράφει, ότι οι α, β,  επερνούν τον  κατά 0, 
οι β, ,  επερνούν τον α κατά 0, οι , , α επερνούν τον β κατά 0 και οι , α, β 
επερνούν τον  κατά 0. Το πρόβλημα, όπως είναι φανερό, ανάγεται στην επίλυση 

του γραμμικού συστήματος
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5 0
4 0
3 0
2 0

 ιόφαντος, ο οποίος δε χρησιμοποιεί ειδικά σύμβολα για την πρόσθεση και την 
ισότητα, λύνει το πρόβλημα με την εισαγωγή ενός βοηθητικού αγνώστου, που εκ-
φρά ει το άθροισμα των  ητούμενων αριθμών.  μέθοδός του, με σύγχρονο συμ-
βολισμό, συνοψί εται ως ε ής
Αν α  β   = x , τότε από την α  β   =    0 έχουμε α  β    0
ή x  =   0 ή  =   0. μοια, από τις άλλες ε ισώσεις παίρνουμε α =  , 
β =  0  και   =  . Από τις  τελευταίες ισότητες, με πρόσθεση παίρνουμε 
α  β   =  0 ή =  0 ή =  και άρα οι ητούμενοι αριθμοί είναι

α =      0,   β =    0  ,    =      0,    =    0  

Η       

 . . , σε μια επιστολή του προς τον   στις , πρότεινε 
μια μέθοδο χρησιμοποίησης των αριθμών για την έκφραση γενικών σχέσεων, όπως 
ακριβώς γίνεται με τη χρήση των γραμμάτων. ς παράδειγμα έδωσε ένα γραμμικό 
σύστημα  ε ισώσεων με  αγνώστους, γραμμένο στη μορφή

    
03 23 13 0
02 22 12 0
0121110

yx
yx
yx

     (  

ι συντελεστές του συστήματος δεν εκφρά ουν εδώ αριθμούς αλλά λειτουργούν 
όπως και οι διπλοί δείκτες που χρησιμοποιούνται σήμερα για την παράσταση των 
στοιχείων ενός πίνακα. Αυτοί οι ψευδοαριθμοί  (όπως τους αποκαλεί ο  
δείχνουν με το πρώτο ψηφίο τους την ε ίσωση στην οποία βρίσκονται και με το 
δεύτερο, το γράμμα στο οποίο ανήκουν. ρησιμοποιώντας τη μέθοδο των αντίθε-
των συντελεστών, ο  απαλείφει τον άγνωστο y , αρχικά από την η και η 
ε ίσωση και κατόπιν από την η και η. Έτσι προκύπτουν οι ε ισώσεις

03 1.123 0.123 2.113 2.10
02 1.122 0.122 2.112 2.10

xx
xx

τη συνέχεια απαλείφει το x  από τις δυο τελευταίες ε ισώσεις (λύνοντας καθεμιά 
ως προς x  και ε ισώνοντας τα αποτελέσματα  και φτάνει στην ισότητα

3 0.2 1.123 2.2 0.113 1.2 2.103 1.2 0.123 0.2 2.113 2.2 1.10
ή

03 0.2 1.123 2.2 0.113 1.2 2.103 1.2 0.123 0.2 2.113 2.2 1.10 .
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ηλαδή σ  αυτό που σήμερα αποτελεί την αναγκαία συνθήκη για να έχει λύση το 
σύστημα (  (ο μηδενισμός της ορί ουσας του επαυ ημένου πίνακα του συστήμα-
τος .
Το προηγούμενο αποτέλεσμα του  έχει κυρίως τη σημασία της απαλεί ου -
σα  ενός γραμμικού συστήματος, δηλαδή της σχέσης μετα ύ των συντελεστών η 
οποία προκύπτει όταν γίνεται απαλοιφή όλων των αγνώστων. την ίδια επιστολή 
ο  δίνει και ένα γενικό κανόνα για τον υπολογισμό της απαλείφουσας ενός 
οποιουδήποτε γραμμικού συστήματος, που έχει επαρκή αριθμό ε ισώσεων για την 
απαλοιφή όλων των αγνώστων.

Ο        

 χρησιμοποίηση των ορι ουσών για την επίλυση γραμμικών συστημάτων έγινε 
πρώτη φορά από τον .  το , αλλά η μέθοδος αυτή έμεινε γνωστή με 
το όνομα του . , ο οποίος την παρουσίασε στο βιβλίο του Εισαγωγή στην 
ανάλυση των αλγεβρικών καμπύλων γραμμών  ( 0 . έλοντας να προσδιορίσει 
μια καμπύλη που διέρχεται από  γνωστά σημεία και έχει ε ίσωση της μορφής

022 xE xE xE yx yxD yD yDC xC xCB yB yBA

ο  καταλήγει σ  ένα γραμμικό σύστημα  ε ισώσεων με αγνώστους τα A , 
B , C , , . ια να λύσει αυτό το σύστημα, περιγράφει μια μέθοδο υπολογισμού 
των αγνώστων με κατασκευή κλασμάτων, των οποίων ο κοινός παρονομαστής και 
οι αριθμητές προσδιορί ονται από τους συντελεστές του συστήματος σύμφωνα με 
γενικούς κανόνες. Αυτή είναι ουσιαστικά η σημερινή μέθοδος των ορι ουσών αλλά 
ο  δε χρησιμοποιεί κάποιο ειδικό όνομα ή σύμβολο για την έννοια της ορί-
ουσας.
 λατινικός όρος  (ορί ουσα  χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά 

από τον . .  το 0  αλλά όχι με τη σημερινή σημασία.
 πρώτη συστηματική διαπραγμάτευση της θεωρίας των ορι ουσών έγινε από τον 
. .  σε μια εργασία του που δημοσιεύτηκε το .  λέ η ορί ουσα  

χρησιμοποιείται εκεί με τη σημερινή σημασία ενώ εισάγεται και η τετραγωνική 
διάτα η των στοιχείων της με τη βοήθεια των διπλών δεικτών

n nn

n

n

n

a







2

22 2

112

1

2 1

11

(οι  κάθετες γραμμές για το συμβολισμό μιας ορί ουσας, χρησιμοποιήθηκαν για 
πρώτη φορά από τον .  το .

ε αντίθεση από τη σημερινή λογική σειρά παρουσίασης, η έννοια του πίνακα 
υπήρ ε, ιστορικά, μεταγενέστερη από την έννοια της ορί ουσας.

22-0181-02_HR.indb   83 12/12/2013   10:46:51 πμ



  Ι ΚΕΣ  ΓΡ ΜΜΙΚ  ΣΥΣΤΗΜ Τ

Το γεγονός ότι η ορί ουσα δεν είναι μόνο ένας αριθμός αλλά συσχετί ει αυτόν τον 
αριθμό με μια τετραγωνική διάτα η στοιχείων, οδήγησε βαθμιαία στη μελέτη αυ-
τής της ίδιας της διάτα ης, ανε άρτητα από την τιμή της ορί ουσας.  όρος  
(μήτρα, καλούπι , που σήμερα χρησιμοποιείται διεθνώς για την έννοια του πίνακα, 
πρωτοεμφανίστηκε σε μια εργασία του . .  το 0, για να διαχωριστεί η 
έννοια της ορί ουσας από την τετραγωνική διάτα η των στοιχείων που την παρά-
γει. Το  ο Α.  εισήγαγε για πρώτη φορά τους πίνακες στη μελέτη των 
γραμμικών μετασχηματισμών, ενώ το  στην εργασία του Μια πραγματεία στη 
θεωρία των μητρών , ανέπτυ ε συστηματικά όλη τη βασική θεωρία. πως γράφει 
ο , στην ιδέα του πίνακα έφτασε τόσο από την έννοια της ορί ουσας όσο 
και από την ανάγκη ενός βολικού τρόπου έκφρασης των ε ισώσεων b yb ybxx xx , 

d yd ydc xc xcy  ενός μετασχηματισμού, ο οποίος απεικονί ει το σημείο (x , y  στο ση-
μείο (x , y . ς ένα τέτοιο τρόπο έκφρασης, ο  εισάγει τον πίνακα

 
dc
b

και με βάση τις ιδιότητες των μετασχηματισμών ορί ει τις πρά εις των πινάκων και 
προσδιορί ει τις ιδιότητές τους. .χ., αν τον προηγούμενο μετασχηματισμό από 
το (x , y  στο (x , y  ακολουθήσει ένας νέος μετασχηματισμός από το (x , y  στο 
(x ' ' , y ' '  και με ε ισώσεις yh yh yxg xg xyyf yf yxe xe xx ,  τότε, όπως εύκολα μπορεί 
να αποδειχθεί, ισχύει

yf df dfe bxf cf cfex )()(

yh dg bxh cgy )()( .

Έτσι ο  ορί ει τον πολλαπλασιασμό πινάκων, με βάση το πρότυπο της δια-
δοχικής εκτέλεσης των δυο μετασχηματισμών, ως ε ής

h dg bh cg
f df dfe bf cf cfe

dc
b

hg
fe .

την ίδια εργασία επισημαίνει επίσης ότι αυτός ο πολλαπλασιασμός είναι μια πρά-
η μ  αντιμετα ετικ  καθώς και το γεγονός ότι υπάρχουν μη μηδενικοί πίνακες 

που έχουν ως γινόμενο το μηδενικό πίνακα.
 λογισμός των πινάκων αναπτύχθηκε τα επόμενα χρόνια σε μια αυτοτελή μαθη-

ματική θεωρία, που αποτελεί μέρος ενός ευρύτερου κλάδου των Μαθηματικών, 
της ραμμικής Άλγεβρας. Το , ο .  (βραβείο όμπελ υσικής 

 χρησιμοποίησε τη θεωρία των πινάκων για να εκφράσει τα μη αντιμεταθε-
τικά Μαθηματικά που περιγράφουν τα φαινόμενα της κβαντικής μηχανικής, ενώ 
αργότερα η χρήση των πινάκων επεκτάθηκε και σε άλλες επιστήμες.
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