
ΕΡΓΑΣΙΑ 5 : ΜΙΓΑΔΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

1. Να αποδείξετε τις ιδιότητες των παραγράφων 5.2.3 και 5.2.6 

Παρ. 5.2.3 

i) 1 2 1 2z z z ze e e    

Έστω 1 1 1 2 2 2,z x iy z x iy    . Τότε : 1 2 1 2 1 2( ) ( )z z x x i y y      

Οπότε :  1 2 1 2
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Σημ : Ισχύει ότι (cos sin ), (*)z xe e y i y z x iy     

ii) 0ze z   

(cos sin )z xA z x iy e e y i y      

Έστω ότι: 

2 2

0 (cos sin ) 0

0( , 0)
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Άρα 0ze z   

iii) 1 2ze z i    

Έστω z x iy  . Τότε : 
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Παρ. 5.2.6 

i) 1 2 1 2z z z za a a    
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ii)   2
1 1 2

z
z z za a  

   2 2
1 2 1 2 1 1ln ln

z z
z z z z a z a za e e a    

2. Δείξτε ότι : 

i) 2 2sin cos 1z z   

sin ,cos
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Άρα: 
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ii) sin( ) sinz z    

sin( ) sin
2 2

iz iz iz ize e e e
z z

i i

  
       

iii) 1 2 1 2 1 2sin( ) sin cos cos sinz z z z z z    
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3. Όμοια ότι : 1 1 1
tan
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z Ln
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Έστω 
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cos
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Άρα : 1 1 1
tan

2 1
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4. Δείξτε ότι : 

i) 2 2cosh sinh 1z z   

sinh ,cosh
2 2

z z z ze e e e
z z

  
   

Άρα:  
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2 2

2 2

cosh sinh
2 2

4

4

z z z z

z z z z

z z z z z z z z

z

e e e e
z z

e e e e

e e e e e e e e

e

 

 

   

    
      

   

  
 

        
    



z ze e  z z ze e e   z ze e  
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ii) sinh( ) sinhz z    

sinh( ) sinh
2 2

z z z ze e e e
z z

  
       

  



iii) 1 2 1 2 1 2sinh( ) sinh cosh cosh sinhz z z z z z    

 

1 1 2 2 1 1 2 2
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5. Όμοια ότι :

 1 2

1

sinh 1
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tanh
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z Ln z z

z
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 με κατάλληλους περιορισμούς στο z 

Έστω :  
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Επειδή κάθε μιγαδικός αριθμός έχει δύο αντίθετες τετραγωνικές ρίζες, χωρίς 

βλάβη της γενικότητας κρατάω τη μία λύση της παραπάνω εξίσωσης. Άρα : 

 2 21 1ze w w z Ln w w        

Άρα :  1 2sinh 1z Ln z z     

Έστω 

2sinh 2tanh
cosh
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1 1

1
(1 ) 1

1

z z

z
zz

z z

z
z

z

z z

e e

e
eew e w e
e

e
e

w
e w w e

w









      





     



 

1 1 1
2

1 2 1

w w
z Ln z Ln

w w

    
     

    
 

Δηλ.  



1 1 1
tanh

2 1

z
z Ln

z

  
  

 
 

6. Δείξτε ότι οι sinz, tanz και cotz είναι περιττές συναρτήσεις, ενώ η cosz άρτια 

συνάρτηση. 

 sinz περιττή γιατί: sin( ) sinz z    (ασκ. 2ii), δηλ. f(-z)=-f(z) 

 tanz περιττή γιατί: 

sin 2tan
cos ( )

2

iz iz

iz iz

iz iz iz iz

e e

z e eiz
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( )
tan( ) tan

( ) ( ) ( )

iz iz iz iz iz iz

iz iz iz iz iz iz

e e e e e e
z z
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δηλ. f(-z)=-f(z) 

 cotz περιττή γιατί: 

cos ( )2cot
sin ( )

2

iz iz

iz iz

iz iz iz iz

e e
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z
e ez e e
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( ) ( ) ( )
cot( ) cot

( ) ( )

iz iz iz iz iz iz

iz iz iz iz iz iz

i e e i e e i e e
z z

e e e e e e

  

  

  
      

   
 

δηλ. f(-z)=-f(z) 

 cosz άρτια γιατί: 

( )

cos
2

cos( ) cos
2 2

iz iz

iz i z iz iz

e e
z

e e e e
z z



   




 
   

 

Δηλ. f(-z)=f(z) 

  



7. Να υπολογιστούν τα 1 1 1sin 2,cos sinhi i    

  1 21
sin 1z Ln iz z

i

     

Άρα :  

 

 

 

 

1 2

2

1
sin 2 2 1 2

1
2 3

1
2 3

1
2 3 (1)

Ln i
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Ln i i
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Ln i i
i

Ln i
i

    

  

  

  
 

 

Έστω  0 2 3z i   . Τότε : 

2 3

cos 0

2 3
2sin 1

2 3

z







 

 

 

  
 

 

Άρα :    2 3 ln 2 3
2

Ln i i
    

 
 και η (1) γίνεται : 

 

 

 

 

1

1

1
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1
sin 2 2 3
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2 3
sin 2
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sin 2
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sin 2 2 3
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  1 21
cos 1z Ln z z

i

     

Άρα : 

       1 2 21 1 1 1
cos 1 2 2 1 2 (2)i Ln i i Ln i i Ln i i Ln i

i i i i

          
 

Έστω  0 1 2z i   . Τότε : 1 2z    και : 

cos 0

1 2
2sin 1

1 2







 

 

  
 

 

Άρα    1 2 ln 1 2
2

Ln i i
    

 
 και η (2) γίνεται : 
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1
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2 2 2

cos ln 1 2 cos ln 1 2
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  1 2sinh 1z Ln z z     

Άρα    1 2sinh 1 1 1 (3)i Ln i i Ln i Lni          

Έστω 0 1z i   τότε 1z   και  

cos 0

sin 1 2

 




 
 

 
 

Άρα ln1 0
2 2 2

Lni i i i
  

      και η (3) γίνεται : 

1sinh
2

i i
   

8. Δείξτε ότι sin sin ,cos cos tan tanz z z z z z    για κάθε z  

 sin sinz z  

Έστω z x iy   τότε z x iy   και : 

   

( ) ( )

sin
2 2 2

sin
2

cos sin cos( ) sin( )
sin (cos sin )
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i z i z i x yi i x yi ix y ix y
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z

i i i

e e
z

i

e x i x e x i x
z z x yi e e y i y

i
 

      

  



  
  


 

    
       

   cos sin cos sin
sin

2
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z
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( )

sin
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Άρα : 

 

 
1 1

2 2

(cos sin ) cos sin
sin

2

cos sin cos sin
sin
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y y

y y y y

z z

z z

e x i x e x i x
z

i

e x ie x e x ie x
z

i





 

 
     

   
  

  
 



 



   

   

   

cos cos sin sin
sin

2

cos cos sin sin
sin

2

cos cos sin sin
sin

2

cos cos sin sin
sin

2

cos sin cos sin
sin

2

sin

y y y y

y y y y
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z
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   cos sin cos sin

2

y ye x i x e x i x
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   cos sin cos sin
sin

2

y ye x i x e x i x
z

i

  
   (2) 

Από (1) και (2) προκύπτει ότι sin sinz z  

 

 cos cosz z  

Έστω z x iy   τότε z x iy   και : 

 

 

( ) ( )

cos( ) cos

sin( ) sin

cos
2 2

cos
2 2

1
cos (cos sin ) cos( ) sin( )

2

1
cos (cos sin ) cos sin

2

i z i z i x yi i x iy

ix y ix y y ix y ix

x x
y y

x x

y y

e e e e
z

e e e e
z
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1

cos (cos sin ) cos sin
2

y yz e x i x e x i x       (3) 

Όμως :  

 

   

   

( ) ( )

cos
2 2

1
cos

2 2

1
cos cos sin cos( ) sin( )

2

1
cos cos sin cos sin

2

1
cos cos sin cos sin

2

1
cos

iz iz i x iy i x iy
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e e e e
z

e e
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    cos cos sin sin
2

y y y ye x e x i e x e x    
 

 

Άρα :  



   
1

cos cos cos sin sin
2

1
cos cos cos sin sin

2

y y y y

y y y y

z e x e x i e x e x

z e x e x ie x ie x

 

 

     
 

      

  

 

 
1

cos (cos sin ) cos sin
2

y yz e x i x e x i x       (4) 

Από (3) και (4) προκύπτει ότι cos cosz z  

 tan tanz z  

‘Εχω δείξει ότι : sin sin ,cos cosz z z z  (*). Άρα : 

1 1

2 2

(*)sin sin sin
tan tan

coscos cos

z z

z z

z z z
z z

zz z
 
   

        
     

 


