
ÌÜèçìá 1

ÁÑÉÈÌÇÔÉÊÇ ËÕÓÇ

ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

1.1 ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò

1.1.1 Ïñéóìïß

Êñßíåôáé áñ÷éêÜ áðáñáßôçôï íá ãßíåé óôïí áíáãíþóôç õðåíèýìéóç ôùí ðáñáêÜ-

ôù âáóéêþí ìáèçìáôéêþí åííïéþí:

Ïñéóìüò 1.1.1 - 1 (åîßóùóçò). ËÝãåôáé åîßóùóç êÜèå éóüôçôá ôçò ìïñöÞò

F (x1; x2; : : : ; x�) = 0: (1.1.1 - 1)

Óôçí (1:1:1− 1) ïé ìåôáâëçôÝò x1; x2; : : : ; x� ëÝãïíôáé Üãíùóôïé, åíþ ï

ðñïóäéïñéóìüò ôïõò ëýóç Þ ñßæá ôçò åîßóùóçò.1

1Ç åîßóùóç äåí ðñÝðåé íá óõã÷Ýåôáé ìå ôçí Ýííïéá ôçò ôáõôüôçôáò, ðïõ åêöñÜæåôáé

åðßóçò ìå ôç ìïñöÞ (1:1:1 − 1), áëëÜ éó÷ýåé ãéá êÜèå ôéìÞ ôùí ìåôáâëçôþí ôçò, üðùò

(x+ y)2 = x2 + 2xy + y2, sin2 x+ cos2 x = 1, ê.ëð.
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Ç Ýííïéá ôçò åîßóùóçò óáí ìéá ó÷Ýóç ðïõ éó÷ýåé ãéá ïñéóìÝíåò ôéìÝò

ôùí ìåôáâëçôþí ôçò åðåêôåßíåôáé åêôüò áðü ôçí ¢ëãåâñá, óôçí ÁíáëõôéêÞ

Ãåùìåôñßá ìå ôïí êáèïñéóìü ôïõ ôüðïõ ôùí óçìåßùí ó÷çìÜôùí, üðùò ãéá

ðáñÜäåéãìá ç åîßóùóç x2+ y2 = 1 ôïõ ìïíáäéáßïõ êýêëïõ, óôç ÖõóéêÞ ìå ôéò

åîéóþóåéò ôùí äéáöüñùí íüìùí, ê.ëð.

Óôï ìÜèçìá áõôü èá åîåôáóôåß ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí ñéæþí ôùí åîéóþóåùí

ìéáò ìåôáâëçôÞò, Ýóôù x, äçëáäÞ åîéóþóåùí ôçò ìïñöÞò

f(x) = 0: (1.1.1 - 2)

Óôçí êáôçãïñßá áõôÞ ôùí åîéóþóåùí áíÞêïõí ìåôáîý ôùí Üëëùí ïé:

• ðïëõùíõìéêÝò

a�x
� + : : :+ a1x+ a0 = 0;

üôáí ai ∈ ℜ; i = 0; 1; : : : ; � êáé � = 1; 2; : : : . Ïé ñßæåò ôçò åîßóùóçò

åßíáé åýêïëï íá ðñïóäéïñéóôïýí èåùñçôéêÜ, üôáí � = 1; 2; 3, åíþ ãéá

� ≥ 3 ï õðïëïãéóìüò åßíáé ðïëýðëïêïò Þ áäýíáôïò.

• ôñéãùíïìåôñéêÝò

sinx = sin a

ìå ñßæåò x = 2k�+a Þ x = 2k�+�−a, üôáí k = 0; ±1; ±2; : : : ; ê.ëð.

• äéáöïñéêÝò

f
(
y(�); : : : ; y′; y; x

)
= 0;

üôáí y = y(x) êáé � = 1; 2; : : : ; ðïõ ç èåùñçôéêÞ ëýóç ôïõò åßíáé

ãíùóôÞ ìüíïí ãéá ïñéóìÝíåò ìïñöÝò.

• õðåñâáôéêÝò (transcendental)

x− ex = 0; x− sin f(x) = 0;

ðïõ ç ëýóç ôïõò åßíáé èåùñçôéêÜ áäýíáôç.

ÓõìðåñáóìáôéêÜ, åßíáé äõíáôüí íá ãñáöåß üôé ãéá åëÜ÷éóôåò ìïñöÝò ôùí åîéóþ-

óåùí (1:1:1 − 2) åßíáé ãíùóôÞ ç èåùñçôéêÞ ëýóç, åíþ ç ëýóç óôç ãåíéêÞ

ðåñßðôùóç åßíáé áäýíáôç.
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Ç ëýóç üìùò ìéáò åîßóùóçò ôçò ìïñöÞò (1:1:1 − 1) Þ êáé åéäéêüôåñá ôçò

(1:1:1 − 2) óôéò ðåñéóóüôåñåò ôùí ðåñéðôþóåùí åßíáé áðáñáßôçôç, åðåéäÞ ç

ãíþóç ôçò áðáéôåßôáé ãéá ôçí ïëïêëÞñùóç ôçò ìåëÝôçò ôùí ðåñéóóüôåñùí

ðñïâëçìÜôùí ðïõ óõíáíôþíôáé óôéò äéÜöïñåò åöáñìïãÝò. Óôéò ðåñéðôþóåéò

áõôÝò êáé åöüóïí åßíáé áäýíáôç ç èåùñçôéêÞ ëýóç ôçò (1:1:1 − 2), ðñÝðåé

íá áíáæçôçèïýí ïé ëåãüìåíåò ðñïóåããéóôéêÝò ëýóåéò. Ôüôå áõôÝò, ðïõ äåí

Ý÷ïõí ôçí áðüëõôç áêñßâåéá ôùí áíôßóôïé÷ùí èåùñçôéêþí, äßíïõí ôç äõíáôüôçôá

ôçò ðåñáéôÝñù åðåîåñãáóßáò ôùí ðáñáðÜíù ðñïâëçìÜôùí. Ï êëÜäïò ôùí

Ìáèçìáôéêþí ðïõ ìåëåôÜ ôéò ðñïóåããéóôéêÝò ëýóåéò åîéóþóåùí, óõóôçìÜôùí,

äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, ê.ëð. åßíáé ãíùóôüò óáí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç.

¸óôù ç åîßóùóç

f(x) = 0

ðïõ åßíáé ôçò ìïñöÞò (1:1:1 − 2). Áí x∗ åßíáé ìéá ñßæá ôçò, ðïõ äåí åßíáé

ãíùóôüò ï èåùñçôéêüò õðïëïãéóìüò ôçò, äçëáäÞ äåí ãíùñßæïõìå èåùñçôéêÜ

ôç ëýóç ôçò åîßóùóçò, ôüôå ç ðñïóÝããéóÞ ôçò èá ãßíåé áðü Ýíá óýíïëï ôéìþí,

ðïõ ðñÝðåé íá ðëçóéÜæïõí Þ äéáöïñåôéêÜ íá ðñïóåããßæïõí äéáñêþò ôç ñßæá

x∗. Ïé ðáñáðÜíù ðñïóåããéóôéêÝò ôéìÝò èá ðñïêýðôïõí áðü êÜðïéï ôýðï, ðïõ

èá óõíäÝåôáé Üìåóá ìå ôïí ôýðï ôçò åîßóùóçò, äçëáäÞ ôçò (1:1:1− 2).

Óôá ÌáèçìáôéêÜ ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ðåñéãñÜöåôáé ùò åîÞò:

¸óôù ç åîßóùóç f(x) = 0. Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ìéá ðñïóåããéóôéêÞò ëýóçò

Þ ñßæáò ôçò, Ýóôù ç x∗, äçìéïõñãåßôáé ìéá êáôÜëëçëç 2áêïëïõèßá ôéìþí xi;

i = 0; 1; : : :, ðïõ ïñßæåôáé áðü Ýíáí ôýðï ôçò ìïñöÞò xi = g (xi−1) ; i =

1; 2; : : : êáé ãéá åõêïëßá óôç óõíÝ÷åéá ôïõ ìáèÞìáôïò ôçò ìïñöÞò

xi+1 = g (xi) ; i = 0; 1; : : : : (1.1.1 - 3)

Óôçí (1:1:1− 3) ç g ëÝãåôáé åðáíáëçðôéêÞ óõíÜñôçóç. Ï ôñüðïò ïñéóìïý

ôçò g èá ïñßæåé óå êÜèå ðåñßðôùóç êáé ôçí áíôßóôïé÷ç ìÝèïäï ëýóçò ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (1:1:1 − 2). Ôüôå èåùñçôéêÜ ç (1:1:1 − 3) ðñÝðåé íá óõãêëßíåé

óôç ñßæá x∗ ôçò åîßóùóçò, äçëáäÞ

lim
i→+∞

|xi+1 − x∗| = 0:

2Ãéá ôçí Ýííïéá ôçò áêïëïõèßáò âëÝðå ÌÜèçìá Óôïé÷åßá áðü ôéò Áêïëïõèßåò óôï

ÐáñÜñôçìá Á óôï ôÝëïò ôùí ìáèçìÜôùí êáé âéâëßï Á. ÌðñÜôóïò [3] Êåö. 5.
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ÐáñáôÞñçóç 1.1.1 - 1

Óôéò ðåñéðôþóåéò ôùí åðáíáëçðôéêþí ìåèüäùí ãéá ôïí äåßêôç ôçò åðáíáëçðôéêÞò

ó÷Ýóçò Þ ôçò áêïëïõèßáò ôéìþí èá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï i, áíôß ôïõ � ðïõ

÷ñçóéìïðïéåßôáé óôï ÌÜèçìá Óôïé÷åßá áðü ôéò Áêïëïõèßåò óôï ÐáñÜñôçìá

Á.

Äßíïíôáé ôþñá ïé ðáñáêÜôù ÷ñÞóéìïé ãéá ôá åðüìåíá ïñéóìïß:

Ïñéóìüò 1.1.1 - 2. Áí õðÜñ÷ïõí óôáèåñÝò ë êáé p, Ýôóé þóôå

lim
i→+∞

|xi+1 − x∗|
|xi − x∗|p

= ë; (1.1.1 - 4)

ôüôå èá ëÝãåôáé üôé ç óýãêëéóç ôçò áêïëïõèßáò åßíáé ôÜîçò p êáé Ý÷åé áóõìðôù-

ôéêÞ óôáèåñÜ ëÜèïõò ë.

Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ p = 1, ç óýãêëéóç ëÝãåôáé ãñáììéêÞ, åíþ, üôáí p = 2,

áíôßóôïé÷á p = 3, ëÝãåôáé ôåôñáãùíéêÞ, áíôßóôïé÷á êõâéêÞ.

Ïñéóìüò 1.1.1 - 3. Ìéá åðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäïò ôçò ìïñöÞò

xi+1 = g (xi) ; i = 0; 1; : : :

èá åßíáé ôÜîçò p, üôáí ç áêïëïõèßá xi+1; i = 0; 1; : : : åßíáé ôÜîçò p.

Ïñéóìüò 1.1.1 - 4. Ìéá ãñáììéêÜ óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá ìå áóõìðôùôéêÞ

óôáèåñÜ ëÜèïõò 0 èá ëÝãåôáé üôé óõãêëßíåé õðåñãñáììéêÜ (superlinearly)

óôï x∗.

ÐáñÜäåéãìá 1.1.1 - 1

¸óôù ç áêïëïõèßá

xi+1 = 1 +
1

3 i
; i = 1; 2; : : : :

Ôüôå ðñïöáíþò

lim
i→+∞

xi+1 = lim
i→+∞

(
1 +

1

3 i

)
= 1; êáé

lim
i→+∞

xi = lim
i→+∞

(
1 +

1

3 i−1

)
= 1:
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¢ñá óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 1.1.1 - 2 Ý÷ïõìå

lim
i→+∞

|xi+1 − 1|
|xi − 1|p

= lim
i→+∞

|xi+1 − 1|
|xi − 1|1

=

1

3 i
1

3 i−1

=
1

3

äçëáäÞ Ý÷ïõìå óýãêëéóç ôÜîçò p = 1 (ãñáììéêÞ) ìå áóõìðôùôéêÞ óôáèåñÜ

ëÜèïõò ë = 1=3.

¢óêçóç

Äåßîôå üôé ç áêïëïõèßá

i)

xi+1 = a+ q−i ; i = 0; 1; : : : êáé q > 0

óõãêëßíåé ãñáììéêÜ óôï a ìå áóõìðôùôéêÞ óôáèåñÜ ëÜèïõò ë = q.

ii)

xi+1 = 1 +
1

i !
; i = 0; 1; : : :

óõãêëßíåé óôï 1 õðåñãñáììéêÜ.3

ÁðáíôÞóåéò

(i) ÁíÜëïãç áðüäåéîç ìå ôï ÐáñÜäåéãìá 1.1.1 - 1.

(ii) Åßíáé

i ! = 1 · 2 · · · i êáé (i− 1) ! = 1 · 2 · · · (i− 1);

ïðüôå

lim
i→+∞

|xi+1 − 1|
|xi − 1| = lim

i→+∞

1

i
= 0:

1.1.2 ÓöÜëìáôá õðïëïãéóìþí

¼ðùò Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß, áðü ôçí åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç

xi+1 = g (xi) ; i = 0; 1; : : : ;

3Õðåíèõìßæåôáé üôé i ! = 1 · 2 · · · i.
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ðïõ ç äéáäéêáóßá ôçò ðåñéãñÜöåôáé óôçí (1:1:1 − 3), èá ðñïêýøåé óôçí i-

åðáíÜëçøç ìéá ðñïóåããéóôéêÞ ôéìÞ xi+1, äéáöïñåôéêÞ ôçò ñßæáò x
∗ ôçò åîßóùóçò

f(x) = 0.

¸óôù

ei = xi − x∗; i = 0; 1; : : : (1.1.2 - 1)

ôï óöÜëìá ôçò ðñïóÝããéóçò.

Ó÷åôéêÜ ìå ôï äçìéïõñãïýìåíï óõíïëéêÜ óöÜëìá ei éó÷ýïõí ôá åîÞò:

i) ç ìÝèïäïò ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí (1:1:1−3) åßíáé ðñïóåããéóôéêÞ. Áõôü

óçìáßíåé üôé ï ôýðïò ôçò ìåèüäïõ áðü ìüíïò ôïõ, óå áíôßèåóç ìå ôïí

áíôßóôïé÷ï èåùñçôéêü, Ý÷åé óöÜëìá.

ii) Óôïõò õðïëïãéóìïýò ôïõ ôýðïõ (1:1:1 − 3) äçìéïõñãïýíôáé åêôüò ôùí

óöáëìÜôùí ôçò ðåñßðôùóçò (i) êáé ôá ëåãüìåíá óöÜëìáôá óôñïããõëï-

ðïßçóçò (round-o� errors).

Ãéá íá ãßíïõí ðåñéóóüôåñï êáôáíïçôÜ ôá óöÜëìáôá áõôÜ, Ýóôù üôé

êáôÜ ôç äéáäéêáóßá ëýóçò åíüò ðñïâëÞìáôïò áðáéôåßôáé ï õðïëïãéóìüò

ôçò
√
2 êáé üôé ï õðïëïãéóôÞò Ý÷åé óôç æþíç åñãáóßáò ôç äõíáôüôçôá

åðåîåñãáóßáò 8, áíôßóôïé÷á 16 äåêáäéêþí øçößùí - áíÜëïãá ç ðåñßðôùóç

32, 64, 128 ê.ëð. øçößùí. Ôüôå ç ôéìÞ
√
2 èá óôñïããõëïðïéçèåß óôá 8,

áíôßóôïé÷á 16 äåêáäéêÜ øçößá, äçëáäÞ

√
2 ≈ 1:414 213 56; áíôßóôïé÷á

√
2 ≈ 1:4142 1356 2373 0950:

Ï óôñïããõëïðïéçìÝíçò ìïñöÞò áñéèìüò
√
2, üôáí ðïëëáðëáóéáóôåß, äéáé-

ñåèåß ê.ëð. ìå Ýíáí Üëëï áíôßóôïé÷çò ìïñöÞò áñéèìü èá äþóåé áðïôÝëåóìá

ìå óöÜëìá ãåíéêÜ ìåãáëýôåñï áðü åêåßíï ÷ùñßò ôéò óôñïããõ-ëïðïéÞóåéò.

ËáìâÜíïíôáò ôþñá õðüøç üôé êáôÜ ôç äéáäéêáóßá õðïëïãé-óìïý ôçò

ëýóçò åíüò ðñïâëÞìáôïò ãßíåôáé Ýíáò ìåãÜëïò áñéèìüò ðñÜîåùí, ôá ëÜèç

áõôÜ óõóóùñåýïíôáé (quantization error), ìå áðïôÝëåóìá ç ðñïêýðôïõóá

ôåëéêÜ ëýóç íá ðáñïõóéÜæåé Ýíá ìåãÜëï óöÜëìá óå ó÷Ýóç ìå ôï áíáìåíü-

ìåíï èåùñçôéêÜ áðïôÝëåóìá. Ëüãù ôçò äïìÞò ôùí õðïëïãéóôþí ôá

óöÜëìáôá áõôÜ äåí åßíáé äõíáôüí íá ìçäåíéóôïýí, áëëÜ ìüíïí íá ðåñéïñéó-

ôïýí ìå êáôÜëëçëç åëá÷éóôïðïßçóç ôùí õðïëïãéóìþí, ê.ëð.4

4ÂëÝðå âéâëéïãñáößá.
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Ôá ðáñáðÜíù óöÜëìáôá åßíáé ãíùóôÜ êáé óáí áñéèìçôéêÜ óöÜëìáôá (nu-

merical errors).

ÊñéôÞñéá äéáêïðÞò åðáíáëÞøåùí

ÅðåéäÞ ç äéáäéêáóßá ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç

xi+1 = g (xi) ; i = 0; 1; : : : ;

äåí åßíáé äõíáôüí íá óõíå÷ßæåôáé óôï Üðåéñïí, åßíáé öõóéêü íá áíáæçôçèïýí

êñéôÞñéá ôÝôïéá ðïõ íá ôçí óôáìáôïýí.

Ôá êõñéüôåñá äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá.

¸ëåã÷ïò ôïõ óöÜëìáôïò

Áí ï áñéèìüò å ìå å > 0 Ý÷åé åêëåãåß, Ýôóé þóôå íá äåß÷íåé ôçí åðéèõìçôÞ

áêñßâåéá ôçò ìåèüäïõ, ôüôå ôá óçìáíôéêüôåñá êñéôÞñéá åßíáé:

i)

|xi − xi−1| < å:

Ôï êñéôÞñéï áõôü Ý÷åé ôï ìåéïíÝêôçìá üôé ðïëëÝò öïñÝò, åíþ ç äéáöïñÜ

xi − xi−1 óõãêëßíåé óôï ìçäÝí, ç áêïëïõèßá xi áðïêëßíåé.

ii)

|f (xi)| < å:

Ôï êñéôÞñéï áõôü Ý÷åé ôï ìåéïíÝêôçìá üôé åßíáé äõíáôüí ç ôéìÞ f (xi) íá

ôåßíåé óôï ìçäÝí, åíþ ç ôéìÞ xi íá åßíáé êáôÜ ðïëý äéáöïñåôéêÞ áðü ôç

ñßæá x∗.

iii)

|xi − xi−1|
|xi|

< å ìå xi ̸= 0

ðïõ åßíáé êáé ôï ðåñéóóüôåñï ÷ñçóéìïðïéïýìåíï êñéôÞñéï.
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ÊñéôÞñéï äéáêïðÞò åðáíáëÞøåùí

Åöüóïí ï õðïëïãéóìüò ãßíåôáé ìå ôç ÷ñÞóç õðïëïãéóôÞ, ç äéáäéêáóßá (1:1:1−
3) ðñÝðåé íá óôáìáôÜ, üôáí ï áñéèìüò ôùí åðáíáëÞøåùí õðåñâåß Ýíáí åê ôùí

ðñïôÝñùí êáèïñéóìÝíï áñéèìü åðáíáëÞøåùí, Ýóôù N .

Óôç óõíÝ÷åéá ôïõ ìáèÞìáôïò èá åîåôáóôïýí ïé ðëÝïí ãíùóôÝò êëáóéêÝò

ìÝèïäïé äçìéïõñãßáò ôçò åðáíáëçðôéêÞò ó÷Ýóçò

xi+1 = g (xi) ; i = 0; 1; : : : ;

åíþ ï áíáãíþóôçò, ãéá ìéá åêôåíÝóôåñç ìåëÝôç, ðáñáðÝìðåôáé óôç âéâëéïãñáößá.

1.2 ÌÝèïäïò ôïõ ìÝóïõ óçìåßïõ

1.2.1 Ïñéóìüò êáé õðïëïãéóìüò

Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ðñþôç ßóùò ìÝèïäï ðñïóÝããéóçò ôùí ñéæþí ìéáò åîßóùóçò

êáé âáóßæåôáé óôï ðáñáêÜôù èåþñçìá ôïõ Äéáöïñéêïý Ëïãéóìïý:

Èåþñçìá 1.2.1 - 1 (Bolzano). Áí ìßá óõíÜñôçóç, Ýóôù f , ìå ðåäßï ïñéóìïý

[a; b] åßíáé óõíå÷Þò ãéá êÜèå x ∈ [a; b] êáé éó÷ýåé f(a)f(b) < 0, ôüôå õðÜñ÷åé

ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ñßæá ôçò f , Ýóôù î, ìå î ∈ (a; b).

Áí õðïôåèåß üôé ç ñßæá åßíáé áðëÞ,5 ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò ñßæáò åßíáé äõíáôüí

íá ãßíåé óýìöùíá ìå ôç äéáäéêáóßá ôïõ Áëãüñéèìïõ 1.2.1 - 1. Ç ìÝèïäïò

áõôÞ åßíáé ãíùóôÞ óáí ìÝèïäïò ôïõ ìÝóïõ óçìåßïõ Þ êáé ìÝèïäïò ôçò

äé÷ïôüìïõ (bisection method).6

ÐáñÜäåéãìá 1.2.1 - 1

¸óôù ç åîßóùóç

f(x) = x3 + 4x2 − 10 = 0

ðïõ Ý÷åé ìßá ôïõëÜ÷éóôïí ñßæá óôï äéÜóôçìá [1; 2] (Ó÷. 1.2.1 - 1).

Ç ñßæá ôçò åîßóùóçò ìå áêñßâåéá 9 äåêáäéêþí øçößùí õðïëïãßóôçêå üôé

åßíáé ç x∗ = 1:365 223 0013. Óýìöùíá ìå ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá Ý÷ïõìå

5Ãéá ðïëëáðëÞ ñßæá âëÝðå ¢óêçóç 4 óôï ôÝëïò ôçò ðáñáãñÜöïõ.
6ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé: https : ==en:wikipedia:org=wiki=Bisection method
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Áëãüñéèìïò 1.2.1 - 1 (ìåèüäïõ ôïõ ìÝóïõ óçìåßïõ)∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ÄåäïìÝíá: a1 = a; b1 = b êáé ìÝãéóôïò áñéèìüò åðáíáëÞøåùíN

¸óôù a1 = a; b1 = b

Ãéá i = 1; 2; : : : ; N

xi =
ai + bi

2
Áí f (xi) = 0 ôýðùóå "ÑÉÆÁ" xi STOP

ÓÇÌÅÉÙÓÇ: ôï f (xi) èá ðñÝðåé ëüãù ôçò õðüèåóçò üôé ç ñßæá åßíáé áðëÞ

íá Ý÷åé ôï ßäéï ðñüóçìï ìå ôï f (ai) Þ ôï f (bi)

Áí f (xi) f (ai) > 0 ôüôå ç ñßæá x∗ ∈ (xi; bi) ;

ïðüôå ai+1 = xi êáé bi+1 = bi

äéáöïñåôéêÜ ai+1 = ai êáé bi+1 = xi

ôÝëïò i

Ôýðùóå \ÐÑÏÓÅÃÃÉÓÇ ÑÉÆÁÓ" xi

ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá 1.2.1 - 1 üðïõ ï óõìâïëéóìüò 1:0−, áíôßóôïé÷á

2:0+ óçìáßíåé üôé f(1:0) < 0, áíôßóôïé÷á f(2:0) > 0, ê.ëð.

Óôï ðáñáêÜôù Ðñüãñáììá 1.2.1 - 1 äßíåôáé ï ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôçò

ñßæáò ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 1.2.1 - 1 ìå ôï MATHEMATICA:

Ðñüãñáììá 1.2.1 - 1 (ìåèüäïõ ôïõ ìÝóïõ óçìåßïõ)

f[x_]:=x^3+4x^2-10; ïñéóìüò óõíÜñôçóçò

n=20;a=1;b=2;x=f[a]*f[b];

If[x>0,Print["No root in given interval"],

Print["i"," , ","a"," , ","b"," , ","x"," , ","f(x)"]];

Do[x=(a+b)/2;y=f[x];

If[y=0,Print["Root = ",x]; i=n,Print[" "]];

Print[i," , ",N[a]," , ",N[b]," , ",N[x]," , ",N[f[x]]];

z=f[a]*f[x]; If[z<0,b=x,a=x],{i,1,n}]

ÐáñÜäåéãìá 1.2.1 - 2

¼ìïéá ôùí åîéóþóåùí

g(x) = x5 − x2 + 2x− 1 = 0 (Ó÷. 1.2.1 - 2a),
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0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
x

-5

5

10

fHxL

Ó÷Þìá 1.2.1 - 1: ÐáñÜäåéãìá 1.2.1 - 1: äéÜãñáììá óõíÜñôçóçò f(x) = x3 +

4x2 − 10

Ðßíáêáò 1.2.1 - 1: ÐáñÜäåéãìá 1.2.1 - 1 áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ ìÝóïõ

óçìåßïõ

i ai bi xi f (xi)

1 1:0− 2:0+ 1.5 2.375

2 1:0− 1:5+ 1.25 -1.79687

3 1:25− 1:5+ 1.375 0.16211
...

...
...

...
...

13 1.364990 1.365235 1.3651123 -0.00194
...

...
...

...
...

20 1.365229 1.365231 1.365 229 607 −6:717413× 10−6
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Ðßíáêáò 1.2.1 - 2: ÐáñÜäåéãìá 1.2.1 - 2: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ ìÝóïõ

óçìåßïõ ãéá ôçí åîßóùóç g(x) = x5 − x2 + 2x− 1 = 0

i ai bi xi g (xi)

1 0:0− 1:0+ 0.5 -0.21875

2 0:5− 1:0+ 0.75 0.1748047

3 0:5− 0:75+ 0.625 -0.04525757
...

...
...

...
...

20 0.6540451 0.654047 0.654 046 0587 1:405212× 10−6

áíôßóôïé÷á

h(x) = x3 + 2x2 + 10x− 20 = 0 (Ó÷. 1.2.1 - 2b)

ðïõ Ý÷ïõí ìßá ñßæá óôá äéáóôÞìáôá [0; 1], áíôßóôïé÷á [1; 2], åíþ ôá áðïôåëÝóìáôá

ôçò ìåèüäïõ äßíïíôáé óôïõò Ðßíáêåò 1.2.1 - 2, áíôßóôïé÷á 1.2.1 - 3.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

gHxL

(a)

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
x

-5

5

10

15

hHxL

(b)

Ó÷Þìá 1.2.1 - 2: ÐáñÜäåéãìá 1.2.1 - 2: (a) äéÜãñáììá óõíÜñôçóçò g(x) =

x5 − x2 + 2x− 1 êáé (b) h(x) = x3 + 2x2 + 10x− 20

ÐáñáôÞñçóç 1.2.1 - 1

Áí êáé ç óýãêëéóç óôç ñßæá ìéáò åîßóùóçò ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìÝóïõ óçìåßïõ

åßíáé ðïëý áñãÞ, óõìðÝñáóìá ðïõ Üëëùóôå Üìåóá ðñïêýðôåé êáé áðü ôéò ôéìÝò

ôçò óõíÜñôçóçò óôá óçìåßá xi óôïõò Ðßíáêåò 1.2.1 - 1-1.2.1 - 3, ç ìÝèïäïò

÷ñçóéìïðïéåßôáé óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò, êõñßùò óå óõíäõáóìü ìå ôá÷ýôåñåò
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Ðßíáêáò 1.2.1 - 3: ÐáñÜäåéãìá 1.2.1 - 2: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ ìÝóïõ

óçìåßïõ ãéá ôçí åîßóùóç h(x) = x3 + 2x2 + 10x− 20 = 0

i ai bi xi h (xi)

1 1:0− 1:5+ 1.25 2.875

2 1:0− 1:5+ 1.25 -2.421875

3 1:25− 1:5+ 1.375 0.1308594
...

...
...

...
...

20 1.368807 1.368809 1.368 807 793 −6:648612× 10−6

Üëëåò ìåèüäïõò ðïõ èá åîåôáóôïýí óôç óõíÝ÷åéá, ãéá íá äþóåé ìßá áñ÷éêÞ

ôéìÞ óå áõôÝò.

1.2.2 Õðïëïãéóìüò öñÜãìáôïò

Äßíåôáé ôþñá ï õðïëïãéóìüò ôïõ öñÜãìáôïò ôùí óöáëìÜôùí ôùí ôéìþí xi

ôçò ìåèüäïõ óå ó÷Ýóç ìå ôç ñßæá ôçò åîßóùóçò ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ðáñáêÜôù

èåùñÞìáôïò:

Èåþñçìá 1.2.2 - 1 (ìåèüäïõ ôïõ ìÝóïõ óçìåßïõ). ¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï [a; b] ðïõ åßíáé óõíå÷Þò ãéá êÜèå x ∈ [a; b] êáé

éó÷ýåé f(a)f(b) < 0. Ôüôå, áí x∗ åßíáé ìéá ñßæá ôçò f(x), ãéá ôï óöÜëìá

ôçò áêïëïõèßáò xi; i = 1; 2; : : :, ðïõ äçìéïõñãåßôáé ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìÝóïõ

óçìåßïõ, éó÷ýåé:

|xi − x∗| ≤ b− a

2 i
; i = 1; 2; : : : : (1.2.2 - 1)

ÐáñÜäåéãìá 1.2.2 - 1

Åöáñìüæïíôáò ôç ó÷Ýóç (1:2:2−1) óôï ÐáñÜäåéãìá 1.2.1 - 1, üðïõ a = 1 êáé

b = 2, ãéá i = 20, Ý÷ïõìå

|x20 − x∗| ≤ 2− 1

2 20
≈ 9:536 743× 10−7:



ÌÝèïäïò ôïõ ìÝóïõ óçìåßïõ 21

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ôï óöÜëìá, üðùò ðñïêýðôåé áðü ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ

Ðßíáêá 1.2.1 - 1, åßíáé ðïëý ìéêñüôåñï, åðåéäÞ

|x∗ − x20| = |1:365 230 013− 1:365 229 607| ≈ 4:064 141× 10−7:

Õðïëïãéóìüò åðáíáëÞøåùí

Ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò ç (1:2:2 − 1) ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü

ôïõ áðáñáßôçôïõ áñéèìïý åðáíáëÞøåùí, ðñïêåéìÝíïõ íá Ý÷ïõìå ìßá åðéèõìçôÞ

áêñßâåéá, Ýóôù å, ôçò ìåèüäïõ.

ÐáñÜäåéãìá 1.2.2 - 2

¸óôù üôé æçôåßôáé ç ëýóç óôï ÐáñÜäåéãìá 1.2.1 - 1 íá ðáñïõóéÜæåé áêñßâåéá

å = 10−9. Ôüôå óýìöùíá ìå ôçí (1:2:2− 1) Ý÷ïõìå

|xi − x∗| ≤ b− a

2 i
= 2−i < å = 10−9; ïðüôå 2 i > 109:

Ëïãáñéèìßæïíôáò ìå âÜóç ôï 10 ôçí ôåëåõôáßá áíéóüôçôá ôåëéêÜ ðñïêýðôåé üôé

i >
9

log10 2
≈ 29:89735;

ðïõ óçìáßíåé üôé áðáéôïýíôáé ôïõëÜ÷éóôïí 30 åðáíáëÞøåéò ãéá íá ðñïêýøåé

ðñïóÝããéóç ôçò ñßæáò ìå óöÜëìá ìéêñüôåñï ôïõ å = 10−9.

Èá ðñÝðåé íá ôïíéóôåß óôï óçìåßï áõôü üôé ôï öñÜãìá ðïõ äßíåôáé áðü ôçí

áíéóüôçôá (1:2:2− 1) åßíáé áðëÜ åíäåéêôéêü êáé, üôáí ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôïí

ðñïóäéïñéóìü ôùí áðáñáßôçôùí åðáíáëÞøåùí, äßíåé óôçí ðñÜîç áñéèìïýò êáôÜ

ðïëý ìåãáëýôåñïõò.

ÁóêÞóåéò

1. Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìÝóïõ óçìåßïõ íá ðñïóäéïñéóôåß ç ëýóç ôçò åîßóùóçò

x4 − 2x3 − 4x2 + 4x+ 4 = 0

óôï äéÜóôçìá [0; 2], üôáí |xi+1 − xi| < 10−2.

2. Èåùñþíôáò ôçí åîßóùóç

x5 − 7 = 0;
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ðñïóäéïñßóôå êáôÜ ðñïóÝããéóç ôç ñßæá 71=5, üôáí |xi+1 − xi| < 10−3.

3. Íá õðïëïãéóôåß ï áðáéôïýìåíïò áñéèìüò ôùí åðáíáëÞøåùí, Ýôóé þóôå ï

ðñïóäéïñéóìüò ôçò ñßæáò ôçò åîßóùóçò

x3 − x− 1 = 0

óôï äéÜóôçìá [1; 2] íá ðáñïõóéÜæåé áêñßâåéá å = 10−3.

4. Äåßîôå üôé ôï Èåþñçìá 1.2.1 - 1 äåí åöáñìüæåôáé, üôáí ç ñßæá åßíáé

ðïëëáðëÞ Üñôéáò ôÜîçò.

ÁðáíôÞóåéò

1. ÈåùñçôéêÞ ëýóç: x∗ = 1:414 214. ÁðïôåëÝóìáôá:

i a b a+b
2

|xi+1 − xi|

1 0 2.0 1.0 0

2 1.0 2.0 1.5 0.5

...
...

...
...

...

8 1.406 25 1.421 875 1.414 063 0.007 813

2. ÈåùñçôéêÞ ëýóç: x∗ = 1:475 773. ÁðïôåëÝóìáôá:

i a b a+b
2

|xi+1 − xi|

1 0 2.0 1.5 0

2 1 2.0 1.5 0.5

...
...

...
...

...

11 1.474 609 1.476 563 1.475 586 0.000 977

3. ÈåùñçôéêÞ ëýóç: x∗ = 1:324 718. Óýìöùíá ìå ôçí (1:2:2 − 1) ðñïêýðôåé üôé i = 10.

ÁðïôåëÝóìáôá:

i a b a+b
2

|xi+1 − xi|

1 1.0 2.0 1.5 0

2 1.0 1.5 1.375 0.25

...
...

...
...

...

10 1.324 219 1.326 172 1.325 195 0.000 977

4. ¼ôáí ç ñßæá åßíáé Üñôéáò ôÜîçò, äåí õðÜñ÷åé áëëáãÞ ðñïóÞìïõ.
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1.3 ÌÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí

1.3.1 Ïñéóìüò êáé õðïëïãéóìüò

¸óôù üôé ç åîßóùóç f(x) = 0 ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

x = g(x); (1.3.1 - 1)

üðïõ ç g èåùñåßôáé üôé åßíáé ìßá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç. Ç g óôçí ðåñßðôùóç

áõôÞ ëÝãåôáé êáé åðáíáëçðôéêÞ óõíÜñôçóç.

Áí x∗ åßíáé ìßá ñßæá ôçò åîßóùóçò f(x) = 0, åðåéäÞ f(x) = x − g(x), èá

ðñÝðåé

f (x∗) = x∗ − g (x∗) = 0; äçëáäÞ g (x∗) = x∗:

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ç ñßæá x∗ ëÝãåôáé êáé óôáèåñü óçìåßï ôçò g(x).

Èåùñþíôáò ôþñá ìßá áñ÷éêÞ ôéìÞ, Ýóôù x0, ç áêïëïõèßá xi+1 = g (xi),

üðùò áõôÞ Ý÷åé Þäç ïñéóôåß óôçí (1:1:1−3), ðñïêýðôåé ôüôå áðü ôçí (1:3:1−1)

êáé åßíáé ôçò ìïñöÞò:

xi+1 = g (xi) ; i = 0; 1; : : : : (1.3.1 - 2)

ÅðåéäÞ ç g Ý÷åé õðïôåèåß üôé åßíáé ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç, áí ç áêïëïõèßá

g (xi) óõãêëßíåé, èá ðñÝðåé

g (x∗) = lim
i→+∞

g (xi) = lim
i→+∞

xi+1 = x∗;

äçëáäÞ ôï x∗ èá åßíáé Ýíá óôáèåñü óçìåßï ôçò óõíÜñôçóçò g êáé êáôÜ óõíÝðåéá

ç æçôïýìåíç ñßæá ôçò f .

Ç ìÝèïäïò áõôÞ ôïõ ðñïóäéïñéóìïý ôçò ñßæáò ìéáò åîßóùóçò åßíáé ãíùóôÞ

óáí ç ìÝèïäïò ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí7 (�xed point iteration) êáé

ðåñéãñÜöåôáé óôïí Áëãüñéèìï 1.3.1 - 1.

Õðåíèõìßæåôáé óôï óçìåßï áõôü üôé, üðùò êáé óôç ìÝèïäï ôïõ ìÝóïõ

óçìåßïõ, áíÜëïãá êñéôÞñéá äéáêïðÞò ôùí åðáíáëÞøåùí éó÷ýïõí êáé óôçí ðåñß-

ðôùóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí.

7ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé: https : ==en:wikipedia:org=wiki=F ixed− point iteration
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Áëãüñéèìïò 1.3.1 - 1 (ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí)∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ÄåäïìÝíá: áñ÷éêÞ ôéìÞ x0; áêñßâåéá å

ìÝãéóôïò áñéèìüò åðáíáëÞøåùíN

Ãéá i = 1; 2; : : : ; N

x = g(x0)

áí f(x) = 0 Þ |x1 − x0| < å ôýðùóå x STOP

x0 = x

ôÝëïò i

Ôýðùóå \ÌÅÈÏÄÏÓ ÌÇ ÁÊÑÉÂÇÓ"

ÐáñÜäåéãìá 1.3.1 - 1

¸óôù ç åîßóùóç:8

f(x) = x3 + 2x2 + 10x− 20 = 0

ðïõ ìåôáîý ôùí Üëëùí ðåñéðôþóåùí åßíáé äõíáôüí íá ãñáöåß êáé ùò åîÞò:

x
(
x2 + 2x+ 10

)
= 20:

Ôüôå óýìöùíá ìå ôç ó÷Ýóç áõôÞ êáé ôïí ôýðï (1:3:1− 1) èá Ý÷ïõìå

x =

g(x)︷ ︸︸ ︷
20

x2 + 2x+ 10
: (1.3.1 - 3)

Áðü ôç (1:3:1−3) óå óõíäõáóìü ìå ôçí (1:3:1−2) ðñïêýðôåé ç åðáíáëçðôéêÞ

ó÷Ýóç:

xi+1 =
20

x2i + 2xi + 10
; i = 0; 1; : : : : (1.3.1 - 4)

8ÂëÝðå åîßóùóç h(x) = 0 óôï ÐáñÜäåéãìá 1.2.1 - 2.
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Ðßíáêáò 1.3.1 - 1: ÐáñÜäåéãìá 1.3.1 - 1: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ äéáäï÷éêþí

ðñïóåããßóåùí

i xi+1 i xi+1

0 1.538 461 538 10 1.368 857 688

1 1.295 019 157 11 1.368 786 102
...

...
...

...

9 1.368 696 397 19 1.368 808 075

¸óôù x0 = 1 ç áñ÷éêÞ ôéìÞ. Ôüôå áðü ôçí (1:3:1− 4) äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå:

ãéá i = 0; x0+1 = x1 =
20

x20 + 2x0 + 1
=

20

12 + 2 · 1 + 10

≈ 1:538 461 538

i = 1; x1+1 = x2 =
20

x21 + 2x1 + 1

=
20

1:538 461 5382 + 2 · 1:538 461 538 + 10

≈ 1:295 019 157
...

...
...

Áðü ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ äßíïíôáé óôïí Ðßíáêá 1.3.1 - 1 ðñïêýðôåé üôé ç

æçôïýìåíç ñßæá ìå áêñßâåéá 9 äåêáäéêþí øçößùí óôçí 20ç åðáíÜëçøç åßíáé ç

x = 1:368 808 075. Ç èåùñçôéêÞ ñßæá ôçò åîßóùóçò ìå ðñïóÝããéóç 9 äåêáäéêþí

øçößùí õðïëïãßóôçêå üôé åßíáé ç x∗ = 1:368 808 108. ¢ñá õðÜñ÷åé óöÜëìá

|x∗ − x| = 3:3 × 10−8. Ôï óöÜëìá áõôü åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï áíôßóôïé÷ï

óöÜëìá 3:15×10−7 ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìÝóïõ óçìåßïõ (âëÝðå ÐáñÜäåéãìá 1.2.1

- 2 Ðßíáêáò 1.2.1 - 3).

Ï õðïëïãéóìüò ôçò ëýóçò ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 1.3.1 - 1 ìå ôï MATHE-

MATICA äßíåôáé óôï Ðñüãñáììá 1.3.1 - 1 êáé ìå ôï MATLAB óôï 1.3.1 -

2.
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Ðñüãñáììá 1.3.1 - 1 (MATHEMATICA)

f[x_]:=20/(x^2+2x+10);

n=20;x=1;Print["i"," , ","x_i"];

Do[y=f[x]; Print[i," , ",N[y,10]];x=y,{i,1,n}]

Ðñüãñáììá 1.3.1 - 2 (MATLAB)

>> x=1;

>> for i=1:20

>> y=20/(x^2+2*x+10);

>> x=y;

>> format long

>> y

>> end

ÐáñÜäåéãìá 1.3.1 - 2

¸óôù ç åîßóùóç

g(x) = x2 − 4x+ 3 = 0 (1.3.1 - 5)

ìå ñßæåò ôéò x1 = 1 êáé x2 = 3.

¸íáò ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôùí ñéæþí ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåã-

ãßóåùí åßíáé íá ãñáöåß ç åîßóùóç (1:3:1−5) óýìöùíá ìå ôïí ôýðï (1:3:1−1)

óå ìéá áðü ôéò ðáñáêÜôù ôÝóóåñéò ìïñöÝò:

g1(x) =
√
3− 4x ; g2(x) =

3

4− x
; g3(x) =

x2 + 3

4
; g4(x) =

x2 − 3

2(x− 2)
:

Áðü ôéò ðáñáðÜíù ìïñöÝò óýìöùíá ìå ôçí (1:3:1−2) Ý÷ïõìå ôéò åðáíáëçðôé-

êÝò ó÷Ýóåéò:

xi+1
1 = g1

(
xi1
)

=
√

4xi1 − 3 ; xi+1
2 = g2

(
xi2
)
=

3

4− xi2
;

xi+1
3 = g3

(
xi3
)

=

(
xi3
)2

+ 3

4
; xi+1

4 = g4
(
xi4
)
=

(
xi4
)2 − 3

2
(
xi4 − 2

) :
Èåùñþíôáò êáé ãéá ôéò ôÝóóåñéò ðáñáðÜíù åðáíáëçðôéêÝò ó÷Ýóåéò óáí áñ÷éêÞ

ôéìÞ ôçí x0 = 4:5, Ý÷ïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá 1.3.1 - 2. Åßíáé

ðñïöáíÝò üôé ç áêïëïõèßá g1 óõãêëßíåé áñãÜ óôç ñßæá 3, ç g2 üìïéá áñãÜ óôç

ñßæá 1, ç g3 áðïêëßíåé, åíþ ç g4 óõãêëßíåé ãñÞãïñá óôç ñßæá 3.
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Ðßíáêáò 1.3.1 - 2: ÐáñÜäåéãìá 1.3.1 - 2: áðïôåëÝóìáôá åöáñìïãÞò ìåèüäïõ

äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óôéò ìïñöÝò xi+1
k ; k = 1; 2; 3; 4:

i xi+1
1 xi+1

2 xi+1
3 xi+1

4

0 3.317 6.000 3.813 3.083

1 3.204 -1.500 4.384 3.003

2 3.133 0.546 5.554 3.000

3 3.087 0.868 8.463
...

...
...

...

9 3.007 1.000 1:155× 1022

1.3.2 Èåþñçìá óýãêëéóçò

¢ìåóï óõìðÝñáóìá ôïõ Ðßíáêá 1.3.1 - 2 åßíáé üôé ç óýãêëéóç, áíôßóôïé÷á ç

áðüêëéóç ôùí áêïëïõèéþí xi+1
k ; k = 1; 2; 3; 4, óõíäÝåôáé åõèÝùò ìå ôçí êëßóç

ôçò åðáíáëçðôéêÞò óõíÜñôçóçò x = g(x). Åéäéêüôåñá óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ

áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýåé:

Èåþñçìá 1.3.2 - 1 (óýãêëéóçò ìåèüäïõ äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí).

¸óôù ç åîßóùóç f(x) = 0, ðïõ ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ x = g(x), üðïõ g ìßá

óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ãéá êÜèå x ∈ [a; b]. Ôüôå, áí õðÜñ÷åé d ∈ (0; 1), Ýôóé

þóôå

|g(x)− g(y)| ≤ d |x− y|; (1.3.2 - 1)

ãéá êÜèå x, y ∈ [a; b], ç åîßóùóç x = g(x) Ý÷åé Ýíá ìïíáäéêü óôáèåñü óçìåßï,

Ýóôù x∗ ∈ [a; b] êáé ç áêïëïõèßá xi+1 = g (xi); i = 0; 1; : : : óõãêëßíåé óôï x∗

ãéá êÜèå áñ÷éêÞ ôéìÞ x0 ìå x0 ∈ [a; b].

Ïñéóìüò 1.3.2 - 1. Ìßá óõíÜñôçóç f ðïõ ðëçñïß ôç óõíèÞêç (1:3:2 − 1)

ëÝãåôáé óõóôïëÞ (contraction) ôçò f óôï äéÜóôçìá [a; b].

¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.3.2 - 1 åßíáé ôï åîÞò:

Ðüñéóìá 1.3.2 - 1. ¸óôù ç åîßóùóç f(x) = 0, ðïõ ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

x = g(x), üôáí g óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ãéá êÜèå x ∈ [a; b]. Áí ç g åßíáé
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ðáñáãùãßóéìç óôï (a; b) êáé õðÜñ÷åé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ d ìå d < 1, Ýôóé

þóôå ∣∣g′(x)∣∣ ≤ d < 1 ãéá êÜèå x ∈ (a; b); (1.3.2 - 2)

ôüôå ç åîßóùóç x = g(x) Ý÷åé Ýíá ìïíáäéêü óôáèåñü óçìåßï, Ýóôù x∗ ∈ [a; b]

êáé ç áêïëïõèßá xi+1 = g (xi); i = 0; 1; : : : óõãêëßíåé óôï x∗ ãéá êÜèå áñ÷éêÞ

ôéìÞ x0 ìå x0 ∈ [a; b].

Óçìåéþóåéò 1.3.2 - 1

• Ç óõíèÞêç (1:3:2−2) åßíáé éêáíÞ, ü÷é üìùò êáé áíáãêáßá, ìå ôçí Ýííïéá

üôé áí éó÷ýåé, ôüôå ç áêïëïõèßá xi+1 = g (xi); i = 0; 1; : : : óõãêëßíåé

óôç ñßæá x∗ ãéá êÜèå áñ÷éêÞ ôéìÞ x0 ìå x0 ∈ [a; b], åíþ, áí äåí éó÷ýåé,

ôüôå åíäÝ÷åôáé ç áêïëïõèßá íá óõãêëßíåé.

ÐáñÜäåéãìá 1.3.2 - 1

¸óôù ç åîßóùóç

f(x) = 3x− 4x2 = 0; ãéá êÜèå x ∈ [0:1;+∞)

ðïõ ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ:

x = 4x(1− x) = g(x); ãéá êÜèå x ∈ [0:1;+∞):

Ôüôå, åðåéäÞ limx→+∞ g(x) = −∞, ç g äåí ïñßæåôáé óôï äéÜóôçìá

[0:1;+∞), åíþ limx→+∞ g′(x) = +∞, äçëáäÞ äåí éó÷ýåé ç óõíèÞêç

(1:3:2−2). ¼ìùò ç g, üðùò åýêïëá ðñïêýðôåé áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü

ôçò, Ý÷åé óáí óôáèåñü óçìåßï ôï x∗ = 3
4 , üðïõ x

∗ ∈ [0:1;+∞).

• Áí ∣∣g′(x)∣∣ ≥ 1 ãéá êÜèå x ∈ (a; b); (1.3.2 - 3)

ôüôå ç åîßóùóç x = g(x) áðïêëßíåé.
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ÐáñÜäåéãìá 1.3.2 - 2

¸óôù ç åîßóùóç

f(x) = x2 − 2x− 3 = 0 (1.3.2 - 4)

ìå ñßæåò x∗1 = −1 êáé x∗2 = 3.

¸óôù üôé ç (1:3:2− 4) ãñÜöåôáé ùò x2 = 2x+ 3, äçëáäÞ

x =
√
2x+ 3 = g(x);

ïðüôå ðñïêýðôåé ç åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç

xi+1 =
√
2xi + 3 ; i = 0; 1; : : : : (1.3.2 - 5)

Ôüôå

g′(x) =
1

2
(2x+ 3)−1=2 · 2 =

1

(2x+ 3)3=2
;

ïðüôå óýìöùíá ìå ôï Ðüñéóìá 1.3.2 - 2 ç åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç (1:3:2−
5), åðåéäÞ

{ g′(−1) = 1 äåí óõãêëßíåé óôï −1.

{ g′(3) = 1
3 < 1 óõãêëßíåé óôï 3 (Ðßíáêáò 1.3.2 - 1).

¸óôù ôþñá üôé ç (1:3:2− 4) ãñÜöåôáé ùò x2 − 3 = 2x, ïðüôå

x =
x2 − 3

2
= g(x);

óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé ç åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç

xi+1 =
x2i − 3

2
; i = 0; 1; : : : : (1.3.2 - 6)

Ôüôå üìïéá

g′(x) = x;

ïðüôå óýìöùíá ìå ôï Ðüñéóìá 1.3.2 - 2 ç åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç (1:3:2−
6), åðåéäÞ

{ g′(−1) = −1 äåí óõãêëßíåé óôï −1.



30 ÁñéèìçôéêÞ Ëýóç Åîéóþóåùí Êáè. Á. ÌðñÜôóïò

Ðßíáêáò 1.3.2 - 1: ÐáñÜäåéãìá 1.3.2 - 1: áðïôåëÝóìáôá åöáñìïãÞò ôçò

ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí óôçí åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç xi+1 =
√
2xi + 3 ; i = 1; 2; : : : ; 11, üôáí ç áñ÷éêÞ ôéìÞ åßíáé x0 = −0:5, áíôßóôïé÷á

x0 = 0:7

i x
(x0=−0:5)
i+1 x

(x0=0:5)
i+1

0 1.414 214 2.097 618

1 2.414 214 2.682394
...

...
...

11 2.999 969 2.999 994

{ g′(3) = 3 üìïéá äåí óõãêëßíåé óôï 3.

Ó÷åôéêÜ ìå ôï öñÜãìá ôçò ìåèüäïõ áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýïõí ôá ðáñáêÜôù

äýï ðïñßóìáôá:

Ðüñéóìá 1.3.2 - 2. ¸óôù üôé ç åîßóùóç f(x) = 0 åðáëçèåýåé ôéò õðïèÝóåéò

ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.3.2 - 1. Ôüôå

|xi − x∗| ≤ d imax {x0 − a; b− x0} :

Ðüñéóìá 1.3.2 - 3. ¼ìïéá üôé ç f(x) = 0 åðáëçèåýåé ôï Èåþñçìá 1.3.2 -

1. Ôüôå

|xi − x∗| ≤ d i

1− d
|x1 − x0| ãéá êÜèå i ≥ 1:

Áðü ôá Ðïñßóìáôá 1.3.2 - 2 êáé 1.3.2 - 3 ðñïêýðôåé ôüôå üôé õðÜñ÷åé ìßá

óõó÷Ýôéóç ìåôáîý ôçò ôá÷ýôçôáò óýãêëéóçò ôçò ìåèüäïõ êáé ôïõ öñÜãìáôïò d

ôçò 1çò ðáñáãþãïõ. ÓõãêåêñéìÝíá ç ôá÷ýôçôá åîáñôÜôáé áðü ôïí ðáñÜãïíôá

d i=(1 − d) êáé ãßíåôáé ðïëý ãñÞãïñç, üôáí ôï d åßíáé ðïëý ìéêñü, åíþ åßíáé

áñãÞ, üôáí ôï d ôåßíåé óôï 1.

Õðåíèõìßæåôáé óôï óçìåßï áõôü üôé, üðùò êáé óôç ìÝèïäï ôïõ ìÝóïõ

óçìåßïõ, áíÜëïãá êñéôÞñéá äéáêïðÞò ôùí åðáíáëÞøåùí éó÷ýïõí êáé óôçí ðåñß-

ðôùóç ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí.
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ÁóêÞóåéò

1. ¸óôù ç åîßóùóç

x4 + 2x2 − x− 3 = 0

ðïõ ãñÜöåôáé ùò:

i) x =
(
3 + x− 2x2

)1=4
iii) x =

[(
3 + x− x4

)
=2
]1=2

ii) x =

(
3 + x

x2 + 2

)1=2

iv) x =
3x4 + 2x2 + 3

4x3 + 4x− 1
:

Áí x0 = 1, ãéá êÜèå ðåñßðôùóç íá ïñéóôåß ç áíôßóôïé÷ç åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç

êáé óýìöùíá ìå áõôÞ íá õðïëïãéóôåß ï üñïò x5. Ðïéá ìïñöÞ ðñïóåããßæåé

êáëýôåñá ôç ñßæá ôçò åîßóùóçò 1:124 123;

2. Ãéá íá õðïëïãéóôåß ç 71=5, èåùñåßôáé ç åîßóùóç

x5 − 7 = 0

áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôïõí ïé åðáíáëçðôéêÝò ó÷Ýóåéò:

i) xi+1 =

(
1 +

7− x3i
x3i

)1=2

iii) xi+1 = xi −
x5i − 7

5x4i

ii) xi+1 = xi −
x5i − 7

x2i
iv) xi+1 = xi −

x5i − 7

12
.

Áí x0 = 1, íá ôáîéíïìçèïýí ïé ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò âÜóåé ôçò ôá÷ýôçôáò óýãêëéóÞò

ôïõò óôç ñßæá x∗ = 1:475 773.

3. Äåßîôå üôé ç åîßóùóç

x− 2−x = 0

Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç óôï äéÜóôçìá [1=3; 1] ôçí ïðïßá êáé íá ðñïóäéïñßóåôå

ìå áêñßâåéá |xi+1 − xi| = 10−3. ÅîåôÜóôå áí åöáñìüæåôáé ôï Ðüñéóìá 1.3.2 -

2.

ÁðáíôÞóåéò

1. Ç åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç ôçò (i) åßíáé: xi+1 =
(
3 + xi − 2x2

i

)1=4
; i = 0; 1; : : : . ¼ìïéá

êáé ïé Üëëåò ðåñéðôþóåéò. ÁðïôåëÝóìáôá:
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i xi+1
1 xi+1

2 xi+1
3 xi+1

4

0 1.189 207 1.154 701 1.224 745 1.142 857

...
...

...
...

...

4 1.133 932 1.124 244 1.232 183 1.124 123

2. Óôçí 5ç åðáíÜëçøç ðñïêýðôïõí ôá áðïôåëÝóìáôá:

i xi+1
1 xi+1

2 xi+1
3 xi+1

4

0 2:645 751 7:000 000 2:200 000 1:500 000

...
...

...
...

...

4 28:347 340 1:607 457 · 1068 1.476 022 1:497 577

3. ¸óôù f(x) = x − 2−x. Ôüôå f(1=3)f(1) = −0:230 184, ïðüôå õðÜñ÷åé ñßæá óôï

äéÜóôçìá [1=3; 1]. Åßíáé x∗ = 0:641 186. Ôüôå, áí f(x) = x − 2−x = 0, Ý÷ïõìå x = 2−x,

ïðüôå ç åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç åßíáé xi+1 = 2−xi . Ôá áðïôåëÝóìáôá, üôáí x0 = 0:5, åßíáé:

i xi+1 |xi+1 − xi|

0 0:707 107 0:207 107

...
...

...

9 0.641 142 0:000 143

1.4 ÌÝèïäïò ôïõ Newton

1.4.1 Ïñéóìüò êáé õðïëïãéóìüò

Ç ìÝèïäïò ôùí Newton-Raphson Þ áðëÜ ìÝèïäïò ôïõ Newton9 åßíáé ç ðëÝïí

ãíùóôÞ êáé ç ðåñéóóüôåñï ÷ñçóéìïðïéïýìåíç ìÝèïäïò õðïëïãéóìïý ôùí ñéæþí

ôçò åîßóùóçò f(x) = 0.

9Sir ISAAC NEWTON (1643-1727): ¢ããëïò öõóéêüò êáé ìáèçìáôéêüò ðïõ èåùñåßôáé

óáí Ýíáò áðü ôïõò óçìáíôéêüôåñïõò åðéóôÞìïíåò óôçí éóôïñßá ôçò áíèñùðüôçôáò. Ôï

Ýñãï ôïõ Principia, ðïõ äçìïóéåýôçêå ôï 1687, èåùñåßôáé èåìåëéþäåò óôïí ÷þñï ôùí

Èåôéêþí Åðéóôçìþí. Óôç ÖõóéêÞ ìåôáîý ôùí Üëëùí äéáôýðùóå ôïõò íüìïõò ôçò âáñýôçôáò,

åíþ óôá ÌáèçìáôéêÜ ìáæß ìå ôïí Leibniz óõíÝâáëå óôç èåìåëßùóç ôïõ Äéáöïñéêïý êáé

Ïëïêëçñùôéêïý Ëïãéóìïý, áíÝðôõîå ôçí ïìþíõìç ðñïóåããéóôéêÞ ìÝèïäï ðïõ äçìïóéåýôçêå

ôï 1685 ê.ëð.
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ÕðÜñ÷ïõí ðïëëïß ôñüðïé ðáñïõóßáóçò ôçò ìåèüäïõ, üðùò ìÝóù ôçò ãñáöé-

êÞò ðáñÜóôáóçò ôçò óõíÜñôçóçò Þ üðùò êõñßùò óõíçèßæåôáé ìå ôï ðïëõþíõìï

ôïõ Taylor. ¸óôù üôé ç óõíÜñôçóç f ìå ðåäßï ïñéóìïý [a; b] Ý÷åé ðáñáãþãïõò

ìÝ÷ñé êáé äåýôåñçò ôÜîçò óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò óôï [a; b]. Áí î ∈ [a; b], ôüôå

áðü ôïí ôýðï ôïõ Taylor10 Ý÷ïõìå

f(x) ≈ f(î) + (x− î)f ′(î) +
(x− î)2

2
f ′′(î):

ÕðïèÝôïíôáò üôé ç ôéìÞ x = x∗ åßíáé ñßæá ôçò f , äçëáäÞ f (x∗) = 0, ç ðáñáðÜíù

ó÷Ýóç ãñÜöåôáé

0 = f(î) + (x∗ − î) f ′(î) +
(x∗ − î)2

2
f ′′ (î) : (1.4.1 - 1)

Ç ìÝèïäïò ôïõ Newton ðñïêýðôåé áðü ôçí (1:4:1− 1) èåùñþíôáò üôé ï

áñéèìüò |x∗ − î| åßíáé ðïëý ìéêñüò, ïðüôå ï üñïò (x∗ − î)2 åßíáé äõíáôüí íá

ðáñáëåéöèåß. Ôüôå

0 ≈ f(î) + (x∗ − î) f ′(î)

ðïõ, üôáí ëõèåß ùò ðñïò x∗, äßíåé

x∗ ≈ î − f(î)

f ′(î)
: (1.4.1 - 2)

Ç (1:4:1− 2) åßíáé ôçò ìïñöÞò (1:3:1−1), äçëáäÞ x = g(x) êáé üôáí óõíäõáóôåß

ìå ôçí (1:3:1− 2), ïñßæåé ôçí ðáñáêÜôù åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç:

xi+1 = xi −
f (xi)

f ′ (xi)
; i = 0; 1; : : : (1.4.1 - 3)

ðñïóäéïñéóìïý ôçò ñßæáò x∗ ôçò åîßóùóçò f(x) = 0. Ç ìÝèïäïò áõôÞ åßíáé

ãíùóôÞ óáí ìÝèïäïò ôïõ Newton11 êáé ðåñéãñÜöåôáé óôïí Áëãüñéèìï 1.4.1

- 1.

10ÂëÝðå ÌáèÞìáôá Áíþôåñùí Ìáèçìáôéêþí - ÐáñÜãùãïò óõíÜñôçóçò.
11ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé: https : ==en:wikipedia:org=wiki=Newton%27s method

êáé åðßóçò mathworld:wolfram:com=NewtonMethod:html
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Áëãüñéèìïò 1.4.1 - 1 (ìåèüäïõ ôïõ Newton)∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ÄåäïìÝíá: áñ÷éêÞ ôéìÞ x0; áêñßâåéá å

ìÝãéóôïò áñéèìüò åðáíáëÞøåùíN

Ãéá i = 1; 2; : : : ; N

x = x0 −
f (x0)

f ′ (x0)

áí f(x) = 0 Þ |x1 − x0| < å ôýðùóå x STOP

x0 = x

ôÝëïò i

Ôýðùóå \ÌÅÈÏÄÏÓ ÌÇ ÁÊÑÉÂÇÓ"

Óçìåéþóåéò 1.4.1 - 1

i) Óôéò åöáñìïãÝò êáé ôéò áóêÞóåéò ôïõ ìáèÞìáôïò èá äßíåôáé ç áñ÷éêÞ

ôéìÞ x0.

ii) Ôá êñéôÞñéá äéáêïðÞò ôùí åðáíáëÞøåùí ôùí ðáñáãñÜöùí 1.2 êáé 1.3

éó÷ýïõí êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ Newton.

ÐáñÜäåéãìá 1.4.1 - 1

¸óôù ç åîßóùóç (âëÝðå Ðáñáäåßãìáôá 1.2.1 - 2 êáé 1.3.1 - 1)

f(x) = x3 + 2x2 + 10x− 20 = 0:

Ôüôå

f ′(x) = 3x2 + 4x+ 10;

ïðüôå áðü ôïí ôýðï (1:4:1− 3): xi+1 = xi − f(xi)
f ′(xi)

ðñïêýðôåé üôé

xi+1 = xi −
x3i + 2x2i + 10xi − 20

3x2i + 4xi + 10

=
2
(
x3i + x2i + 10

)
3x2i + 4xi + 10

; i = 0; 1; : : : : (1.4.1 - 4)
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Ðßíáêáò 1.4.1 - 1: ÐáñÜäåéãìá 1.4.1 - 1: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ Newton ìå

áñ÷éêÞ ôéìÞ x0 = 1

i xi+1 i xi+1

0 1.411 764 706 3 1.368 808 108

1 1.369 336 471 4 1.368 808 108

2 1.368 808 189

Áí x0 = 1 ç áñ÷éêÞ ôéìÞ, áðü ôçí (1:4:1− 4) äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå

ãéá i = 0; x0+1 = x1 =
2
(
x30 + x20 + 10

)
3x20 + 4x0 + 10

=
2
(
13 + 12 + 10

)
3 · 12 + 4 · 1 + 10

≈ 1:411 764 706

i = 1; x1+1 = x2

x1=1:411 764 706︷︸︸︷
=

2
(
x31 + x21 + 10

)
3x21 + 4x1 + 10

= · · · ≈ 1:369 336 471

...
...

...

Áðü ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí ðáñáðÜíù õðïëïãéóìþí ðïõ äßíïíôáé óôïí Ðßíáêá

1.4.1 - 1, ðñïêýðôåé üôé ç æçôïýìåíç ñßæá ìå áêñßâåéá 9 äåêáäéêþí øçößùí

óôçí 4ç åðáíÜëçøç åßíáé ç x = 1:368 808 075. Ç ôéìÞ áõôÞ åß÷å õðïëïãéóôåß

óôçí 20ç åðáíÜëçøç óôï ÐáñÜäåéãìá 1.3.1 - 1. ÅðåéäÞ ç èåùñçôéêÞ ñßæá

ôçò åîßóùóçò ìå ðñïóÝããéóç 9 äåêáäéêþí øçößùí åßíáé ç x∗ = 1:368 808 108,

õðÜñ÷åé óöÜëìá |x∗ − x| = 3:3× 10−8. Ôï óöÜëìá áõôü åßíáé ìéêñüôåñï áðü

ôï áíôßóôïé÷ï óöÜëìá 3:15 × 10−7 ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìÝóïõ óçìåßïõ (âëÝðå

ÐáñÜäåéãìá 1.2.1 - 2 Ðßíáêáò 1.2.1 - 3).

Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá åðáíáëÞöèçêå ìå áñ÷éêÞ ôéìÞ x0 = 1:375, ðïõ

Ý÷åé ðñïêýøåé áðü ôçí 3ç åðáíÜëçøç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìÝóïõ óçìåßïõ (âëÝðå

ÐáñÜäåéãìá 1.2.1 - 2 Ðßíáêáò 1.2.1 - 2). Óýìöùíá ìå ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ

äßíïíôáé óôïí Ðßíáêá 1.4.1 - 2 ðñïêýðôåé üôé ç æçôïýìåíç ñßæá ìå áêñßâåéá

6 äåêáäéêþí øçößùí óôç 2ç åðáíÜëçøç åßíáé ç x = 1.368 808 (ç áýîçóç
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Ðßíáêáò 1.4.1 - 2: ÐáñÜäåéãìá 1.4.1 - 1: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ Newton ìå

áñ÷éêÞ ôéìÞ x0 = 1:375

i xi+1

0 1.368 819

1 1.368 808

2 1.368 808

ôçò áêñßâåéáò õðïëïãéóìïý ôçò ñßæáò äåí ìåôÝâáëå ôï áðïôÝëåóìá). Áõôü

åðéâåâáéþíåé ôçí ÐáñáôÞñçóç 1.2.1 - 1.

Õðïëïãéóìüò ôåôñáãùíéêÞò ñßæáò

Ï õðïëïãéóìüò ôçò ôåôñáãùíéêÞò ñßæáò åíüò èåôéêïý áñéèìïý, Ýóôù A, åßíáé

éóïäýíáìïò ìå ôçí åýñåóç ôçò èåôéêÞò ñßæáò ôçò åîßóùóçò

f(x) = x2 −A = 0:

Ôüôå, åðåéäÞ

f ′(x) = 2x;

áðü ôïí ôýðï (1:4:1− 3): xi+1 = xi − f(xi)
f ′(xi)

ðñïêýðôåé üôé

xi+1 =
1

2

(
xi +

A

xi

)
; i = 0; 1; : : : : (1.4.1 - 5)

ÐáñÜäåéãìá 1.4.1 - 2

¸óôù üôé æçôåßôáé ï õðïëïãéóìüò ôçò
√
5. Ôüôå óýìöùíá ìå ôïí ôýðï (1:4:1−

5) åßíáé A = 5, ïðüôå, áí x0 = 2, ðñïêýðôïõí ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá

1.4.1 - 3. Óýìöùíá ìå ôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ, óôçí 4ç åðáíÜëçøç Ý÷ïõìå

áêñßâåéá 9 äåêáäéêþí øçößùí.

Óôï Ðñüãñáììá 1.4.1 - 1, áíôßóôïé÷á Ðñüãñáììá 1.4.1 - 2 äßíåôáé ç ëýóç

ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 1.4.1 - 2 ìå ôï MATHEMATICA, áíôßóôïé÷á MATLAB

åöáñìüæïíôáò ôïí ãåíéêü ôýðï (1:4:1− 6).
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Ðßíáêáò 1.4.1 - 3: ÐáñÜäåéãìá 1.4.1 - 2: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ Newton

i xi+1 i xi+1

0 2.25 3 2.236 067 977

1 2.236 111 111 4 2.236 067 977

2 2.236 067 978

Ðñüãñáììá 1.4.1 - 1 (MATHEMATICA)

f[x_]:=((n-1)x+a/x^(n-1))/n; ïñéóìüò ôýðïõ

n=2;a=2;x=1;m=4; m áñéèìüò åðáíáëÞøåùí

Print["i"," , ","x_i"];

Do[y=f[x];Print[i," , ",N[y,10]];x=y,{i,1,m}]

Ðñüãñáììá 1.4.1 - 2 (MATLAB)

>> n=2;a=2;x=1;

>> for i=1:4

>> y=((n-1)*x+a/x^(n-1))/n;

>> x=y;

>> format long

>> y

>> end

Õðïëïãéóìüò � - ôÜîçò ñßæáò

Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá åöáñìüæåôáé åðßóçò êáé óôïí õðïëïãéóìü ôçò �-ôÜîçò

ñßæáò ôïõ áñéèìïý A ìå ôçí åîßóùóç

f(x) = x� −A = 0:

Ôüôå f ′(x) = �x�−1, ïðüôå áðü ôïí ôýðï (1:4:1− 3)

xi+1 = xi −
f (xi)

f ′ (xi)

Ý÷ïõìå ôçí åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç

xi+1 =
1

�

[
(� − 1)xi +

A

x�−1
i

]
; i = 0; 1; : : : : (1.4.1 - 6)
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Óçìåéþóåéò 1.4.1 - 2

i) ÌåãÜëç óçìáóßá ãéá ôç óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ Newton Ý÷åé ç

êáôÜëëçëç åêëïãÞ ôçò áñ÷éêÞò ôéìÞò x0, êÜôé ðïõ Ýãéíå åìöáíÝò óôç

èåùñçôéêÞ áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ (1:4:1 − 3), üôáí èåùñÞèçêå üôé ï üñïò

(x∗ − î)2 åßíáé áñêïýíôùò ìéêñüò, Ýôóé þóôå íá åßíáé äõíáôüí íá ðáñáëåé-

öèåß. ¸÷åé ðáñáôçñçèåß üôé ç ìç óùóôÞ åêëïãÞ ôçò áñ÷éêÞò ôéìÞò x0

åßíáé äõíáôüí íá ïäçãÞóåé óå áðüêëéóç ôçò ìåèüäïõ.

ii) Áðïäåéêíýåôáé üôé ç ìÝèïäïò ôïõ Newton óõãêëßíåé ôåôñáãùíéêÜ óôç

ñßæá x∗, üôáí Ý÷åé ãßíåé êáôÜëëçëç åêëïãÞ ôçò áñ÷éêÞò ôéìÞò x0 êáé

f ′ (x∗) ̸= 0 (âëÝðå Ïñéóìü 1.1.1 - 3).

iii) ¸íá ìåãÜëï ìåéïíÝêôçìá ôçò ìåèüäïõ ôïõ Newton åßíáé ç ãíþóç ôçò

ðáñáãþãïõ f ′(x) ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ, üðùò åßíáé ãíùóôü óôïí áíáãíþ-

óôç áðü ðñïâëÞìáôá ôùí åöáñìïãþí, ç ðáñÜãùãïò áõôÞ ôéò ðåñéóóüôåñåò

öïñÝò åßíáé äýóêïëï Þ êáé áäýíáôïí íá õðïëïãéóôåß. Óôéò ðåñéðôþóåéò

áõôÝò õðÜñ÷ïõí Üëëåò ìÝèïäïé ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò, ïé ïðïßåò ÷ñçóéìï-

ðïéïýí ôïí êáôÜ ðñïóÝããéóç õðïëïãéóìü ôçò ðáñáãþãïõ, ìßá ôùí ïðïßùí

äßíåôáé óôç óõíÝ÷åéá.

1.4.2 ÌÝèïäïò ôùí ÷ïñäþí

Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ôçò ðáñáãþãïõ Ý÷ïõìå üôé

f ′ (xi) = lim
x→xi

f(x)− f (xi)

x− xi
:

¸óôù üôé x = xi−1. Ôüôå ç ðáñáðÜíù ó÷Ýóç ãñÜöåôáé

f ′ (xi) ≈
f (xi−1)− f (xi)

xi−1 − xi
=

f (xi)− f (xi−1)

xi − xi−1
;

ïðüôå, áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (1:4:1− 3):

xi+1 = xi −
f (xi)

f ′ (xi)

ðñïêýðôåé üôé

xi+1 = xi −
f (xi) (xi − xi−1)

f (xi)− f (xi−1)
; ãéá êÜèå i = 1; 2; : : : : (1.4.2 - 1)
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Áëãüñéèìïò 1.4.2 - 1 (ìåèüäïõ ôùí ÷ïñäþí)∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ÄåäïìÝíá: áñ÷éêÝò ôéìÝò x0; x1 áêñßâåéá å

ìÝãéóôïò áñéèìüò åðáíáëÞøåùíN

y0 = f (x0) ; y1 = f (x1)

Ãéá i = 1; 2; : : : ; N

x = x1 −
y1 (x1 − x0)

y1 − y0

áí f(x) = 0 Þ |y1 − y0| < å; ôýðùóå x STOP

x0 = x1; y0 = y1; x1 = x; y1 = f(x)

ôÝëïò i

Ôýðùóå \ÌÅÈÏÄÏÓ ÌÇ ÁÊÑÉÂÇÓ"

Ç ìÝèïäïò ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí (1:4:2− 1) åßíáé ãíùóôÞ óáí ç ìÝèïäïò ôùí

÷ïñäþí (secant method) êáé ç åöáñìïãÞ ôçò áðáéôåß äýï áñ÷éêÝò ôéìÝò.

Áõôü Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá ç áñßèìçóç ôïõ äåßêôç i íá áñ÷ßæåé áðü ôçí ôéìÞ

1 óå áíôßèåóç ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò ìåèüäïõò, ðïõ Üñ÷éæå áðü ôçí ôéìÞ 0. Ç

ìÝèïäïò ðåñéãñÜöåôáé óôïí Áëãüñéèìï 1.4.2 - 1.

ÐáñÜäåéãìá 1.4.2 - 1

Íá ëõèåß ç åîßóùóç

f(x) = cosx− x = 0

ìå ôç ìÝèïäï ôùí ÷ïñäþí, üôáí ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò ôéìÝò åßíáé x0 = 0:5, x1 =
�

4
êáé ç áêñßâåéá |xi+1 − xi| = 10−4.

Ëýóç. Ç (1:4:2− 1) ãñÜöåôáé

xi+1 = xi −
(cosxi − xi) (xi − xi−1)

(cosxi − xi)− (cosxi−1 − xi−1)
ãéá êÜèå i = 1; 2; : : : ;
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Ôüôå äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå

ãéá i = 1; x1+1 = x2 = x1 −
(cosx1 − x1) (x1 − x0)

(cosx1 − x1)− (cosx0 − x0)

=
�

4
−

(
cos

�

4
− �

4

)(�
4
− 0:5

)
(
cos

�

4
− �

4

)
− (cos 0:5− 0:5)

≈ 0:736 384

ãéá i = 2; x2+1 = x3 = x2 −
(cosx2 − x2) (x2 − x1)

(cosx2 − x2)− (cosx1 − x1)

= 0:736−
(cos 0:736− 0:736)

(
0:736− �

4

)
(cos 0:736− 0:736)−

(
cos

�

4
− �

4

)

≈ 0:739 058

...
...

...

áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôïõí ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá 1.4.2 - 1, üðïõ ï üñïò

x5 äßíåé áêñßâåéá 7 äåêáäéêþí øçößùí, åíþ ç áêñßâåéá áõôÞ óõíÝâáéíå óôïí

üñï x3 ôïõ Ðßíáêá 1.4.1 - 1.

Óçìåßùóç 1.4.2 - 1

Áðïäåéêíýåôáé üôé ç ôÜîç óýãêëéóçò ôçò ìåèüäïõ ôùí ÷ïñäþí åßíáé

p =
1 +

√
5

2
≈ 1:618;

äçëáäÞ ç ìÝèïäïò óõãêëßíåé ðéï áñãÜ óå óýãêñéóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Newton

(p = 2).

Óáí óõìðÝñáóìá åßíáé äõíáôüí íá ãñáöåß üôé ç ìÝèïäïò ôïõ Newton óáí

ôá÷ýôåñç Þ ç ìÝèïäïò ôùí ÷ïñäþí ôåëéêÜ åßíáé åêåßíåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé
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Ðßíáêáò 1.4.2 - 1: ÐáñÜäåéãìá 1.4.2 - 1: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ ôùí ÷ïñäþí,

üôáí x0 = 0:5, x1 =
�
4 = 0:785 398

i xi+1 |xi+1 − xi|

1 0:736 384 1690 0:049 014

2 0:739 058 1394 0:002 674

3 0:739 085 1492 0:000 027

4 0.739 085 1334 0:161 222 · 10−7

óôç ëýóç ôùí ðåñéóóüôåñùí ðñïâëçìÜôùí, üôáí õðÜñ÷ïõí áêñéâåßò áñ÷éêÝò

ôéìÝò. ÁõôÝò ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò óõíÞèùò õðïëïãßæïíôáé Þ áðü ôç ìÝèïäï ôïõ

ìÝóïõ óçìåßïõ Þ áðü ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí.

1.4.3 ÌÝèïäïò ôïõ Newton ãéá ðïëëáðëÝò ñßæåò

Óôç óõíÝ÷åéá åîåôÜæåôáé ç ìÝèïäïò ôïõ Newton ãéá ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç

ñßæá x∗ ôçò åîßóùóçò f(x) = 0 åßíáé ðïëëáðëÞ. Õðåíèõìßæåôáé üôé:

Ïñéóìüò 1.4.3 - 1. Ìßá ñßæá x∗ ôçò f(x) = 0 èá Ý÷åé ðïëëáðëüôçôá p, üôáí

f (x∗) = f ′ (x∗) = : : : = f (p−1) (x∗) = 0 êáé f (p) (x∗) ̸= 0: (1.4.3 - 1)

Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ç ñßæá x∗ = 1 ôçò åîßóùóçò

f(x) = (x− 1)2 = 0

Ý÷åé ðïëëáðëüôçôá p = 2, åíþ ç ñßæá x∗ = −2 ôçò

g(x) = (x+ 2)3 = 0

Ý÷åé p = 3.

Óôçí ðåñßðôùóç ýðáñîçò ðïëëáðëÞò ñßæáò ãéá ôç óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ

ôïõ Newton éó÷ýåé:
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Ðßíáêáò 1.4.3 - 1: ÐáñÜäåéãìá 1.4.3 - 1: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ ôïõ Newton

xi+1
1 i xi+1

2

2.0 0 2.0

1.25 1 1.5

1.025 2 1.25

1.000 304 3 1.125

1.0 4 1.0625

5 1.03125

Ðñüôáóç 1.4.3 - 1. Áí ç x∗ åßíáé ìßá ñßæá ôçò åîßóùóçò f(x) = 0 ìå

ðïëëáðëüôçôá p, ôüôå ç ìÝèïäïò ôïõ Newton óõãêëßíåé ãñáììéêÜ óôç ñßæá

x∗ ìå áóõìðôùôéêÞ óôáèåñÜ ëÜèïõò

1− 1

p
:

ÐáñÜäåéãìá 1.4.3 - 1

Åöáñìüæïíôáò ôç ìÝèïäï ôïõ Newton óôéò åîéóþóåéò

f1(x) = x2 − 1 = 0 ìå ñßæåò x∗ = 1; −1

êáé

f2(x) = (x− 1)2 ìå ñßæá x∗ = 1 ðïëëáðëüôçôáò p = 2;

üôáí ç áñ÷éêÞ ôéìÞ åßíáé êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò x0 = 2, ðñïêýðôïõí ôá

áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá 1.4.3 - 1. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç óýãêëéóç óôç ñßæá

1 ôçò åîßóùóçò f1(x) = 0 åßíáé ôá÷ýôåñç (ôåôñáãùíéêÞ) áðü ôç óýãêëéóç ôçò

f2(x) = 0 ðïõ åßíáé ãñáììéêÞ ìå áóõìðôùôéêÞ óôáèåñÜ ëÜèïõò 1=2.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïëëáðëÞò ñßæáò åßíáé äõíáôüí íá Ý÷ïõìå åðßóçò ôåôñáãùíéêÞ

óýãêëéóç, üôáí ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç

xi+1 = xi − p
f (xi)

f ′ (xi)
; (1.4.3 - 2)
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Ðßíáêáò 1.4.3 - 2: ÐáñÜäåéãìá 1.4.3 - 2: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ (1:4:3− 2)

i xi+1 |xi+1 − xi|

0 1:083 333 0:583 333

1 1:001 667 0:081 667

2 1:000 001 0:001 667

3 1.0 6:938 661× 10−7

üôáí p åßíáé ç ðïëëáðëüôçôá ôçò ñßæáò ôçò åîßóùóçò f(x) = 0 üðïõ õðïôßèåôáé

üôé õðÜñ÷åé ç f (3)(x) êáé åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç óå Ýíá áíïéêôü äéÜóôçìá,

Ýóôù D, ðïõ ðåñéÝ÷åé ôç ñßæá x∗.

ÐáñÜäåéãìá 1.4.3 - 2

¸óôù ç åîßóùóç

f(x) = x4 + 4x3 − 2x2 − 12x+ 9 = 0

ìå ñßæåò 1 êáé −3 ìå ðïëëáðëüôçôá êáé ôùí äýï p = 2. Ôüôå ðñïöáíþò åßíáé

f ′(x) = 4x3 + 12x2 − 4x− 12, ïðüôå ï ôýðïò (1:4:3− 2) ãñÜöåôáé

xi+1 = xi − 2
x4i + 4x3i − 2x2i − 12xi + 9

4x3i + 12x2i − 4xi − 12
=

x2i + 3

2xi + 2
:

Áí x0 = 0:5, äçëáäÞ ãßíåôáé ðñïóÝããéóç ôçò ñßæáò x∗ = 1, ôüôå Ý÷ïõìå ôá

áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá 1.4.3 - 2.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí ÷ñçóéìïðïéçèåß ï ôýðïò (1:4:3−2), áëëÜ ç ìÝèïäïò

ôïõ Newton, ôüôå áðü ôïí ôýðï (1:4:1− 3):

xi+1 = xi −
f (xi)

f ′ (xi)

ðñïêýðôåé üôé

xi+1 = xi −
x4i + 4x3i − 2x2i − 12xi + 9

4x3i + 12x2i − 4xi − 12
=

3x2i + 2xi + 3

4xi + 4
:
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Ðßíáêáò 1.4.3 - 3: ÐáñÜäåéãìá 1.4.3 - 2: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäïõ ôïõ Newton

i xi+1 |xi+1 − xi|

0 0:791 667 0:291 667

1 0:901 890 0:110223
...

...
...

9 0.999 636 0:000 365

Áí üìïéá x0 = 0:5, ôüôå Ý÷ïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá 1.4.3 -

3, ðïõ åðáëçèåýïõí ôá óõìðåñÜóìáôá ôçò Ðñüôáóçò 1.4.3 - 1, äçëáäÞ üôé ç

óýãêëéóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ Newton óå ðåñßðôùóç ðïëëáðëÞò ñßæáò äåí åßíáé

ôåôñáãùíéêÞ, áëëÜ ôÜîçò

1− 1

p
= 1− 1

2
= 0:5:

1.4.4 ÌÝèïäïò ôïõ Schr�oder

ÔåëéêÜ ìßá ìÝèïäïò ðïõ åöáñìüæåôáé ôüóï óôçí ðåñßðôùóç ôçò áðëÞò üóïí

êáé ôçò ðïëëáðëÞò ñßæáò, Ýóôù x∗, åßíáé åêåßíç ç ïðïßá óôçñßæåôáé óôïí

õðïëïãéóìü ìå êÜðïéá åðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäï ôçò ñßæáò ôçò óõíÜñôçóçò

f̃(x) =
f(x)

f ′(x)
:

Ï õðïëïãéóìüò ôçò ñßæáò ôçò f̃ óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, üôáí ÷ñçóéìïðïéçèåß ç

ìÝèïäïò ôïõ Newton, ãßíåôáé áðü ôçí åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç

xi+1 = xi −
f (xi) f

′ (xi)

[f ′ (xi)]
2 − f (xi) f ′′ (xi)

; i = 0; 1; ; : : : : (1.4.4 - 1)

Ç ìÝèïäïò áõôÞ ðïõ åßíáé ãíùóôÞ óáí ç ôñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäïò ôïõ New-

ton (modi�ed Newton's method) Þ êáé ìÝèïäïò ôïõ Schr�oder12 åêôüò áðü

12Scavo, T.R. and Thoo, J.B. (1995). On the Geometry of Halley's Method. Amer.

Math. Monthly vol. 102. pp. 417{426.
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ôïí áõîçìÝíï áñéèìü ðñÜîåùí, Ý÷åé êáé ôï ðñüâëçìá ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò

äåýôåñçò ôÜîçò ðáñáãþãïõ ôçò f . ÃåíéêÜ ç ìÝèïäïò áõôÞ ðáñïõóéÜæåé ìåãÜëá

óöÜëìáôá óôñïããõëïðïßçóçò, êõñßùò üôáí óôçí (1:4:4 − 1) ï ðáñáíïìáóôÞò

åßíáé äéáöïñÜ äýï ðïëý ìéêñþí áñéèìþí.

ÐáñÜäåéãìá 1.4.4 - 1

Ãéá ôç óýãêñéóç ôçò êáíïíéêÞò ìå ôçí ôñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäï ôïõ Newton,

Ýóôù ç åîßóùóç

f(x) = x3 + 4x2 − 10 = 0

üðïõ ìßá ñßæá ôçò åßíáé ç x∗ = 1:365 230 010, åíþ ðñïöáíþò åßíáé:

f ′(x) = 3x2 + 8x êáé f ′′(x) = 6x+ 8:

Ôüôå ç ìÝèïäïò ôïõ Newton, ðïõ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï (1:4:1− 3)

xi+1 = xi −
f (xi)

f ′ (xi)
;

äßíåé ôçí ðáñáêÜôù åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç

xi+1 = xi −
x3i + 4x2i − 10

3x2i + 8xi
;

åíþ ç ôñïðïðïéçìÝíç ìÝèïäïò ôïõ Newton ôçí

xi+1 = xi −
(
x3i + 4x2i − 10

) (
3x2i + 8xi

)(
3x2i + 8xi

)2 − (x3i + 4x2i − 10
)
(6xi + 8)

:

Áí x0 = 1:5, Ý÷ïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá 1.4.4 - 1.

ÐáñÜäåéãìá 1.4.4 - 2

¸óôù ç åîßóùóç

f(x) =
(x
2
− sinx

)2
= 0

ðïõ ðñïöáíþò ìßá ñßæá ôçò, åöüóïí õðÜñ÷åé, èá ðñÝðåé íá Ý÷åé ðïëëáðëüôçôá

2. Ôüôå ìå áñ÷éêÞ ôéìÞ x0 = �=2 Ý÷ïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá 1.4.4

- 2.

Schr�oder, E. (1870). �Uber unendlich viele Algorithmen zur Au�osung der Gleichungen.

Math. Ann. vol. 2. pp. 317{365.
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Ðßíáêáò 1.4.4 - 1: ÐáñÜäåéãìá 1.4.4 - 1: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäùí Newton êáé

Schr�oder

i xi+1 (Newton) xi+1 (Schr�oder)

0 1.3733 3333 1.3568 9898

1 1.3652 6201 1.3651 9585

2 1.3652 3001 1.3652 3001

Ðßíáêáò 1.4.4 - 2: ÐáñÜäåéãìá 1.4.4 - 2: áðïôåëÝóìáôá ìåèüäùí Newton,

(1:4:3− 2) êáé Schr�oder

i xi+1 (Newton) xi+1 (1:4:3− 2) xi+1 (Schr�oder)

0 1.78540 2.0 1.80175

1 1.84456 1.90100 1.88963

2 1.87083 1.89551 1.89547

3 1.88335 1.89549 1.89549
...

...

9 1.89531
...

...

16 1.89549
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ÁóêÞóåéò

1. Åöáñìüóôå ôç ìÝèïäï ôïõ Newton ìå áêñßâåéá |xi+1 − xi| = 10−5 óôç

ëýóç ôùí ðáñáêÜôù åîéóþóåùí:

i) x− cosx = 0 áí x0 = �=4,

ii) x3 + 3x2 − 1 = 0 áí x0 = −0:5,

iii) x3 − x− 1 = 0 áí x0 = 1:3,

iv) x− 0:5 sinx− 0:2 = 0 áí x0 = �=5.

2. Åöáñìüæïíôáò ôïí ôýðï (1:4:1−6) êáé áñ÷éêÞ ôéìÞ x0 = 1 íá õðïëïãéóôåß

ç ñßæá 71=5 ìå áêñßâåéá |xi+1 − xi| = 10−5. Óôç óõíÝ÷åéá íá ãßíåé óýãêñéóç

ìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ¢óêçóçò 2 ôçò ðáñáãñÜöïõ 1.3.

3. Íá ëõèåß ç ¢óêçóç 2 ìå ôç ìÝèïäï ôùí ÷ïñäþí, üôáí x0 = 1 êáé x1 = 1:5

êáé íá ãßíåé óýãêñéóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí.

4. ¸óôù ç åîßóùóç

x3 − 3x+ 2 = 0

ðïõ ìéá ñßæá ôçò åßíáé ç x∗ = 1 ìå ðïëëáðëüôçôá p = 2. Íá ëõèåß ìå ôçí

åðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç (1:4:3−2), áíôßóôïé÷á ôç ìÝèïäï ôïõ Schr�oder ç åîßóùóç,

üôáí x0 = 0:5 ìå áêñßâåéá |xi+1 − xi| = 10−3. Óôç óõíÝ÷åéá íá ãßíåé óýãêñéóç

ôùí áðïôåëåóìÜôùí.

ÁðáíôÞóåéò

1. Óýìöùíá ìå ôïí ôýðï (1:4:1− 3): xi+1 = xi − f(xi)
f ′(xi)

Ý÷ïõìå:

(i) xi+1 = cos xi+x sin xi
1+sin xi

; ïðüôå

i xi+1 |xi+1 − xi|

0 0:739 536 0:045 862

...
...

...

2 0.739 085 4:489 085 · 10−8

(ii) xi+1 =
2x3

i
+3x2

i
+1

3x2
i
+6xi

; ïðüôå
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i xi+1 |xi+1 − xi|

0 −0:666 667 0:166 667

...
...

...

3 -0.652 704 2:169 993 · 10−9

(iii) xi+1 =
2x3

i
+1

3x2
i
−1

; ïðüôå

i xi+1 |xi+1 − xi|

0 1:325 307 0:025 307

...
...

...

2 1.324 718 3:232 163 · 10−7

(iv) xi+1 = xi − −0:2+xi−0:5 sin xi
1−0:5 cos xi

; ïðüôå

i xi+1 |xi+1 − xi|

0 0:402 579 0:225 739

...
...

...

3 0.390 175 1:351 099 · 10−10

2. Óýìöùíá ìå ôïí ôýðï (1:4:1 − 6): xi+1 = 1
�

[
(� − 1)xi +

A

x�−1
i

]
Ý÷ïõìå xi+1 =

1
5

[
4xi +

7
x5
i

]
, ïðüôå

i xi+1 |xi+1 − xi|

0 2:200 000 1:200 000

...
...

...

6 1.475 773 8:418 205 · 10−8

3. Ç (1:4:2− 1) ãéá ôçí åîßóùóç f(x) = x5 − 7 = 0 ãñÜöåôáé

xi+1 = xi −
(
x5
i − 7− xi

)
(xi − xi−1)

(x5
i − 7− xi)−

(
x5
i−1 − 7− xi−1

) ãéá êÜèå i = 1; 2; : : : ;

ïðüôå

i xi+1 |xi+1 − xi|

1 1:454 976 0:045 024

...
...

...

5 1.475 773 0:179 811 · 10−7

4. Ðñïöáíþò åßíáé f ′(x) = 3x2 − 3 êáé f ′′(x) = 6x.
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ÅðáíáëçðôéêÞ ó÷Ýóç (1:4:3− 2)

Ï ôýðïò (1:4:3− 2) ãñÜöåôáé

xi+1 = xi − 2
x3
i − 3x2

i + 2

3x2
i − 3

=
x2
i ++xi + 4

3xi + 3
;

ïðüôå

i xi+1 |xi+1 − xi|

0 1:055 556 0:555 556

...
...

...

3 1.0 4:173 968 · 10−8

ÌÝèïäïò ôïõ Schr�oder

Ï ôýðïò (1:4:4− 1) ãñÜöåôáé

xi+1 = xi −
(
x3
i − 3x2

i + 2
) (

3x2
i − 3

)
(3x2

i − 3)2 − 6xi (x3
i − 3x2

i + 2)
=

4xi + 2

x2
i + 2xi + 3

;

ïðüôå

i xi+1 |xi+1 − xi|

0 0:941 177 0:441 177

...
...

...

3 0.999 9999 0:000 600
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