
ÌÜèçìá 5

ÐÑÏÓÅÃÃÉÓÇ ÅËÁ×ÉÓÔÙÍ

ÔÅÔÑÁÃÙÍÙÍ

5.1 ÄéáêñéôÞ ðñïóÝããéóç

5.1.1 ÅéóáãùãÞ

Óôï ÌÜèçìá ÐïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ åîåôÜóôçêå ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò

ôïõ ðïëõùíýìïõ ðáñåìâïëÞò, äçëáäÞ ôïõ ðïëõùíýìïõ ðïõ óõíÝðéðôå Þ äéáöï-

ñåôéêÜ äéåñ÷üôáí áðü ïñéóìÝíá óçìåßá ìéáò óõíÜñôçóçò. Ôï ðñüâëçìá ðïõ

èá åîåôáóôåß óôï ìÜèçìá áõôü åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò åíüò ðïëõùíýìïõ ðïõ

ðñïóåããßæåé ìå ôïí êáëýôåñï äõíáôü Þ äéáöïñåôéêÜ Üñéóôï ôñüðï (best ap-

proximation Þ curve �tting) Ýíá óýíïëï ôéìþí (data) ôçò ìïñöÞò (Ó÷. 5.1.1

- 1):1

S = {(xi; yi) ìå i = 1; 2; : : : ; n} : (5.1.1 - 1)

¸óôù üôé yi = f (xi); i = 1; 2; : : : ; n üðïõ f ìéá Üãíùóôç ãåíéêÜ óõíÜñôçóç,

äçëáäÞ ìéá óõíÜñôçóç, ðïõ åíþ åßíáé ãíùóôü üôé õðÜñ÷åé, åßíáé Üãíùóôïò ï

ôýðïò ôçò. Ç Ýííïéá ôçò Üñéóôçò ðñïóÝããéóçò óçìáßíåé ôüôå üôé ôï óöÜëìá

1ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé: https : ==en:wikipedia:org=wiki=Curve fitting
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Ó÷Þìá 5.1.1 - 1: ÄåäïìÝíá: S = {(0; 1:5); (1; 0); (3; 2:5); (6;−1:5)}.
ÐñïóÝããéóç ìå: ðáñåìâïëÞ (ìðëå êáìðýëç) êáé ìå äéáêñéôÞ ðñïóÝããéóç: 1ïõ

âáèìïý - åõèåßá (êüêêéíç) êáé 2ïõ âáèìïý - ðáñáâïëÞ (ðñÜóéíç) êáìðýëç

ôçò ðñïóÝããéóçò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé ôï ìéêñüôåñï äõíáôü.

5.1.2 Ðïëõþíõìï 1ïõ âáèìïý

¸óôù üôé ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí S óôçí (5:1:1− 1) ðñïóåããßæåôáé áðü Ýíá

ðïëõþíõìï 1ïõ âáèìïý ôçò ìïñöÞò

P1(x) = P (x) = ax+ b; (5.1.2 - 1)

äçëáäÞ ç ðñïóÝããéóç ôùí äåäïìÝíùí ãßíåôáé ìå ìéá åõèåßá. Áí èåùñçèåß ôï

ôõ÷üí óçìåßï (xi; yi) ∈ S, ôüôå ç ôéìÞ yi ðñïóåããßæåôáé áðü ôçí

ỹi = P (xi) = axi + b;

ïðüôå ôï áíôßóôïé÷ï áðüëõôï óöÜëìá ôçò ðñïóÝããéóçò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ

èá åßíáé

ei = |yi − ỹi| = |yi − (axi + b)| :
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ÅðïìÝíùò ãéá ôï ïëéêü óöÜëìá, Ýóôù Ẽ, èá Ý÷ïõìå

Ẽ = ẽ1 + : : :+ ẽn

= |y1 − (ax1 + b)|+ : : :+ |yn − (axn + b)| : (5.1.2 - 2)

Ðñïöáíþò Ẽ = Ẽ(a; b), äçëáäÞ ôï ïëéêü óöÜëìá åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ôùí

óôáèåñþí a; b. ¢ñá ôï ðñüâëçìá áíÜãåôáé óôïí õðïëïãéóìü ôùí a êáé b,

Ýôóé þóôå ôï óöÜëìá Ẽ óôçí (5:1:2 − 2) íá åßíáé åëÜ÷éóôï. Ôüôå üìùò,

üðùò åßíáé Þäç ãíùóôü óôïí áíáãíþóôç áðü ôç ìåëÝôç óõíáñôÞóåùí ðïëëþí

ìåôáâëçôþí, ïé áíáãêáßåò óõíèÞêåò ãéá íá óõìâáßíåé áõôü åßíáé:2

@Ẽ

@a
= 0 êáé

@Ẽ

@b
= 0: (5.1.2 - 3)

Åýêïëá üìùò äéáðéóôþíåôáé üôé ç (5:1:2 − 3) ëüãù êáé ôïõ áðïëýôïõ äåí

ðáñáãùãßæåôáé, ïðüôå ôï ðñüâëçìá óôç ìïñöÞ áõôÞ äåí ëýíåôáé.3

Óôç äéáêñéôÞ ìÝèïäï ôùí åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí (discrete least squares

method), óå áíôßèåóç ìå ôçí (5:1:2 − 2), ðñïóäéïñßæïíôáé ïé óôáèåñÝò a êáé

b, Ýôóé þóôå ôï ïëéêü ôåôñáãùíéêü óöÜëìá

E = e21 + : : :+ e2n

= [y1 − (ax1 + b)]2 + : : :+ [yn − (axn + b)]2 (5.1.2 - 4)

íá åßíáé åëÜ÷éóôï.

Ôüôå áðü ôçí (5:1:2−4), áí åöáñìïóôïýí ïé óõíèÞêåò (5:1:2−3), ðñïêýðôåé

ôï óýóôçìá

@E

@a
= −2

n∑
i=1

(yi − axi − b)xi = 0; êáé

@E

@b
= −2

n∑
i=1

(yi − axi − b) = 0

2ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé Á. ÌðñÜôóïò [1] Êåö. 7.
3¸óôù ãéá åõêïëßá üôé áðáëåßöïíôáé ôá áðüëõôá. Ôüôå

@Ẽ

@a
= −x1 − : : :− xn = 0 êáé

@Ẽ

@b
= −1− : : :− 1 = −n = 0

Üôïðï.
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ðïõ ôåëéêÜ ìåôÜ ôéò ðñÜîåéò ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

a
n∑
i=1

x2i + b
n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

xi yi

a
n∑
i=1

xi + b

n︷ ︸︸ ︷
n∑
i=1

x0i =

n∑
i=1

yi: (5.1.2 - 5)

Ôï óýóôçìá (5:1:2−5), ðïõ ëÝãåôáé êáé óýóôçìá êáíïíéêþí åîéóþóåùí

(normal equations), åßíáé ãñáììéêü ùò ðñïò ôïõò áãíþóôïõò a êáé b. Áðü

ôç ëýóç ôïõ ðñïêýðôåé ôüôå üôé ïé æçôïýìåíïé óõíôåëåóôÝò ôïõ ðïëõùíýìïõ

P1(x) óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé:

a =

n

(
n∑
i=1

xi yi

)
−

(
n∑
i=1

xi

)(
n∑
i=1

yi

)

n

(
n∑
i=1

x2i

)
−

(
n∑
i=1

xi

)2 ;

(5.1.2 - 6)

b =

(
n∑
i=1

x2i

)(
n∑
i=1

yi

)
−

(
n∑
i=1

xi yi

)(
n∑
i=1

xi

)

n

(
n∑
i=1

x2i

)
−

(
n∑
i=1

xi

)2 :

ÐáñÜäåéãìá 5.1.2 - 1

Íá ðñïóäéïñéóôåß ìå ôç ìÝèïäï ôùí åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôï ðïëõþíõìï 1ïõ

âáèìïý ðïõ ðñïóåããßæåé ôá äåäïìÝíá:

xi -0.5 0.3 0.7 1.5

yi 1.2 2.0 1.0 -1.0

Ëýóç. Ãéá ôçí åöáñìïãÞ ôùí ôýðùí (5:1:2− 6) áðáéôåßôáé ç äçìéïõñãßá ôïõ

Ðßíáêá 5.1.2 - 1.
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Ðßíáêáò 5.1.2 - 1: ÐáñÜäåéãìá 5.1.2 - 1

i xi yi xi yi x2i

1 -0.5 1.2 -0.6 0.25

2 0.3 2.0 0.6 0.09

3 0.7 1.0 0.7 0.49

4 1.5 -1.0 -1.5 2.25

2.0 3.2 -0.8 3.08

Ôüôå óýìöùíá ìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá 5.1.2 - 1 Ý÷ïõìå

a =
4 · (−0:8)− 2 · (3:2)

4 · (3:08)− 22
≈ −1:1539; êáé

b =
(3:08) · (3:2)− (−0:8) · 2

4 · (3:08)− 22
≈ 1:3769;

äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï ðïëõþíõìï ôïõ 1ïõ âáèìïý - åõèåßá ãñáììÞ - (Ó÷. 5.1.2

- 1) åßíáé

P (x) = −1:1539x+ 1:3769:

ÐáñÜäåéãìá 5.1.2 - 2

¼ìïéá ôï ðïëõþíõìï 1ïõ âáèìïý ðïõ ðñïóåããßæåé ôá äåäïìÝíá (xi; yi) ôïõ

Ðßíáêá 5.1.3 - 1.

Ëýóç. Óýìöùíá ìå ôïõò ôýðïõò (5:1:2−6) êáé ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá

5.1.3 - 1 ðñïêýðôåé üôé

a =
10 · 485:9487− 56:2933 · 73:8373

10 · 380:5423− 56:29332
≈ 1:1044 êáé

b =
380:5423 · 73:8373− 56:2933 · 485:9487

10 · 380:5423− 56:29332
≈ 1:1667:
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Ó÷Þìá 5.1.2 - 1: ÐáñÜäåéãìá 5.1.2 - 1. Ç åîßóùóç ôçò åõèåßáò åßíáé y =

−1:1539x+ 1:3769

Ðßíáêáò 5.1.2 - 2: ÐáñÜäåéãìá 5.1.2 - 2

i xi yi xi yi x2i

1 2.0774 3.3123 6.8810 4.3156

2 2.3049 3.8982 8.9850 5.3126

3 3.0125 4.6500 14.0081 9.0752

4 4.7092 6.5576 30.8810 22.1766

5 5.5016 7.5173 41.3572 30.2676

6 5.8704 7.0415 41.3364 34.4616

7 6.2248 7.7497 48.2403 38.7481

8 8.4431 11.0451 93.2549 71.2859

9 8.7594 9.8179 85.9989 76.7271

10 9.3900 12.2477 115.0059 88.1721

56.2933 73.8373 485.9487 380.5423
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Ó÷Þìá 5.1.2 - 2: ÐáñÜäåéãìá 5.1.2 - 2. Ç åîßóùóç ôçò åõèåßáò åßíáé y =

1:1044x+ 1:1667

¢ñá üìïéá ôï æçôïýìåíï ðïëõþíõìï ôïõ 1ïõ âáèìïý - åõèåßá ãñáììÞ - (Ó÷.

5.1.2 - 2) åßíáé

P (x) = 1:1044x+ 1:1667:

5.1.3 Ðïëõþíõìï m-âáèìïý

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ æçôåßôáé ç ðñïóÝããéóç ôïõ óõíüëïõ S óôçí (5:1:1− 1),

üðïõ

S = {(xi; yi) ìå i = 1; 2; : : : ; n} ;

ìå Ýíá ðïëõþíõìï m-âáèìïý ôçò ìïñöÞò

Pm(x) = a0 + a1x+ : : :+ amx
m:

Áðïäåéêíýåôáé óôá ÌáèçìáôéêÜ üôé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ãéá ôïí âáèìü

m ôïõ ðïëõùíýìïõ ðñÝðåé íá éó÷ýåé üôé

m < n - 1: (5.1.3 - 1)
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ÁíÜëïãá ìå ôçí ðåñßðôùóç ôïõ ðïëõùíýìïõ 1ïõ âáèìïý ôçò ÐáñáãñÜöïõ

5.1.2 êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ïé m+ 1 óôáèåñÝò a0, a1, : : :, am åêëÝãïíôáé,

Ýôóé þóôå ôï ïëéêü ôåôñáãùíéêü óöÜëìá

E = e21 + : : :+ e2n

= [y1 − Pm (x1)]
2 + : : :+ [yn − Pm (xn)]

2

íá åßíáé åëÜ÷éóôï.

Ôï ðáñáðÜíù óöÜëìá E, üôáí ïé üñïé ôïõ äåýôåñïõ ìÝëïõò õøùèïýí óôï

ôåôñÜãùíï, ãñÜöåôáé

E =
n∑
i=1

y2i − 2
n∑
i=1

Pm (xi) yi +
n∑
i=1

[Pm (xi)]
2

=

n∑
i=1

y2i − 2

n∑
i=1

 m∑
j=0

ajx
j
i

 yi +
n∑
i=1

 m∑
j=0

ajx
j
i

2

=

n∑
i=1

y2i − 2

n∑
i=1

 m∑
j=0

ajx
j
i

 yi +
m∑
i=0

m∑
k=0

ajak

(
n∑
i=1

xj+ki

)
;

ïðüôå ïé m + 1 ãéá ôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áíáãêáßåò óõíèÞêåò (5:1:2 − 3)

ãñÜöïíôáé ùò åîÞò:

@E

@aj
= 0 ãéá êÜèå j = 0; 1; : : : ; m: (5.1.3 - 2)

Áðü ôéò óõíèÞêåò (5:1:3− 2) ðñïêýðôåé ôüôå üôé

@E

@aj
= −2

n∑
i=1

yix
j
i + 2

m∑
k=0

ak

n∑
i=1

xj+ki = 0;

äçëáäÞ
n∑

k=0

m∑
i=1

xj+ki =

m∑
i=1

yix
j
i ãéá êÜèå j = 0; 1; : : : ; n;
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áðü ôçí ïðïßá ôåëéêÜ ìåôÜ ôéò ðñÜîåéò ðñïêýðôåé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôï

ðáñáêÜôù ãñáììéêü óýóôçìá êáíïíéêþí åîéóþóåùí:

a0

n∑
i=1

x0i + a1

n∑
i=1

x1i + : : :+ am

n∑
i=1

xmi =

n∑
i=1

yi x
0
i

a0

n∑
i=1

x1i + a1

n∑
i=1

x2i + : : :+ am

n∑
i=1

xm+1
i =

n∑
i=1

yi x
1
i

... (5.1.3 - 3)

a0

n∑
i=1

xmi + a1

n∑
i=1

xm+1
i + : : :+ am

n∑
i=1

x2mi =
n∑
i=1

yi x
m
i :

Ôï óýóôçìá áõôü Ý÷åém+1 åîéóþóåéò êáém+1 áãíþóôïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò

a0; a1; : : : ; am ôïõ ðïëõùíýìïõ Pm(x) = a0 + a1x+ : : :+ amx
m.

ÐáñáôçñÞóåéò 5.1.3 - 1

i) Ï ðßíáêáò ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí

n∑
i=1

x0i

n∑
i=1

x1i : : :
n∑
i=1

xmi

n∑
i=1

x1i

n∑
i=1

x2i : : :
n∑
i=1

xm+1
i

...
...

...

n∑
i=1

xmi

n∑
i=1

xm+1
i : : :

n∑
i=1

x2mi


(5.1.3 - 4)

åßíáé óõììåôñéêüò. Ç éäéüôçôá áõôÞ åßíáé óçìáíôéêÞ êáé ðåñéïñßæåé

ôïí áñéèìü ôùí ðñÜîåùí4 ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò

(5:1:3− 3).

ii) Áðïäåéêíýåôáé üôé ôï óýóôçìá (5:1:3− 3) Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç, üôáí

ôá óçìåßá xi; i = 1; 2; : : : ; n åßíáé äéáöïñåôéêÜ ìåôáîý ôïõò.

4ÂëÝðå ÌÜèçìá ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá - ÌÝèïäïò Cholesky êáé Á. ÌðñÜôóïò [1] Êåö. 8.
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iii) Êñßíåôáé óêüðéìï óôï óçìåßï áõôü íá äéåõêñéíéóôåß üôé ìéá ãåíßêåõóç

ôïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôïò, äçëáäÞ ç ðñïóÝããéóç ôùí óçìåßùí S ìå

Ýíá ðïëõþíõìï Pm(x) ìå ôçí áðáßôçóç ôï Üèñïéóìá ôùí óöáëìÜôùí

E =
∑n

i=1 e
k
i ìå k ≥ 3, íá åßíáé åëÜ÷éóôï, êáôáëÞãåé ìåôÜ êáé ôçí

åöáñìïãÞ ôçò óõíèÞêçò (5:1:3−2) óå ìç ãñáììéêü óýóôçìá. ÅðïìÝíùò,

ç ìÝèïäïò ìå ôçí áðáßôçóç áõôÞ äåí åßíáé åöáñìüóéìç.

ÐáñÜäåéãìá 5.1.3 - 1

Íá ðñïóäéïñéóôåß ìå ôç äéáêñéôÞ ìÝèïäï ôùí åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôï ðïëõþíõìï

2ïõ âáèìïý ðïõ ðñïóåããßæåé ôá äåäïìÝíá ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 5.1.2 - 1.

Ëýóç. ÅðåéäÞ ï áñéèìüò ôùí óçìåßùí åßíáé n = 4, óýìöùíá ìå ôç óõíèÞêç

(5:1:3− 1) ï ìåãáëýôåñïò äõíáôüò âáèìüò m ôïõ ðïëõùíýìïõ èá åßíáé

m < 4− 1; äçëáäÞ m = 2:

¸óôù

P2(x) = a0 + a1x+ a2x
2

ôï æçôïýìåíï ðïëõþíõìï. Ôüôå ôï óýóôçìá (5:1:3− 3) ãñÜöåôáé

a0

4∑
i=1

x0i + a1

4∑
i=1

x1i + a2

4∑
i=1

x2i =
4∑

i=1

yi x
0
i

a0

4∑
i=1

x1i + a1

4∑
i=1

x2i + a2

4∑
i=1

x3i =

4∑
i=1

yi x
1
i

a0

4∑
i=1

x2i + a1

4∑
i=1

x3i + a2

4∑
i=1

x4i =

4∑
i=1

yi x
2
i ;

ïðüôå óýìöùíá ìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá 5.1.3 - 1 Ý÷ïõìå ôï óýóôçìá

4a0 + 2:0a1 + 3:08a2 = 3:2

2:0a0 + 3:08a1 + 3:62a2 = −0:8

3:08a0 + 3:62a1 + 5:3732a2 = −1:28:
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Ðßíáêáò 5.1.3 - 1: ÐáñÜäåéãìá 5.1.2 - 2

xi yi xi yi x2i x3i x4i x2i yi

-0.5 1.2 -0.6 0.25 -0.125 0.0625 0.30

0.3 2.0 0.6 0.09 0.027 0.0081 0.18

0.7 1.0 0.7 0.49 0.343 0.2401 0.49

1.5 -1.0 -1.5 2.25 3.375 5.0625 -2.25

2.0 3.2 -0.8 3.08 3.62 5.3732 -1.28

Áðü ôç ëýóç ôïõ óõóôÞìáôïò ðñïêýðôåé üôé ôï æçôïýìåíï ðïëõþíõìï åßíáé

(Ó÷. 5.1.3 - 1)

P2(x) = −1:4583x2 + 0:3045x+ 1:7707:

Ôüôå ôï óöÜëìá ôçò ðñïóÝããéóçò åßíáé

E =

5∑
i=1

[yi − P2 (xi)]
2 ≈ 2:76E − 04;

ðïõ åßíáé êáé ôï åëÜ÷éóôï ðïõ ðñïêýðôåé áðü ðñïóÝããéóç ìå ðïëõþíõìï 2ïõ

âáèìïý ãéá ôá ðáñáðÜíù äåäïìÝíá.
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æ

æ

æ

æ
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x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

2.0

y

Ó÷Þìá 5.1.3 - 1: ÐáñÜäåéãìá 5.1.2 - 2. Ç êáìðýëç ïñßæåôáé áðü ôï ðïëõþíõìï

P2(x) = −1:4583x2 +0:3045x+1:7707, åíþ ç åõèåßá (ÐáñÜäåéãìá 5.1.2 - 1)

Ý÷åé åîßóùóç y = −1:1539x+ 1:3769
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ÁóêÞóåéò

1. ¸óôù ôá äåäïìÝíá:

xi 0.500 0.150 0.250 0.400 0.550 0.700

yi 1.235 1.750 2.020 -1.550 -2.345 0.435

Ìå ôç äéáêñéôÞ ìÝèïäï ôùí åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí íá õðïëïãéóôïýí:

i) ôï ðïëõþíõìï 1ïõ, áíôßóôïé÷á 2ïõ âáèìïý ðïõ ôá ðñïóåããßæåé êáé íá

ãßíåé ç ãñáöéêÞ ôïõò ðáñÜóôáóç,

ii) ôï áíôßóôïé÷ï óå êÜèå ðåñßðôùóç óöÜëìá ôçò ðñïóÝããéóçò.

2. ¼ìïéá ôá äåäïìÝíá

xi 0.3 0.5 0.7 1.4 1.8 2.2 3.5

yi 0.0647 0.0985 0.2490 1.0395 1.5393 3.5941 4.0549

ÁðáíôÞóåéò

1. (i) P1(x) = 2:086 564− 4:303 681x, (ii) P2(x) = 5:321 234− 23:546 340x+23:037 480x2.

2. (i) P1(x) = −0:564 6827+1:403 152x, (ii) P2(x) = −0:712 560+1:654 234x−0:068 171x2.
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