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Άςκηςη 3.1 - 1 

Ερώτημα i 

Το ολοκλιρωμά μασ είναι το ακόλουκο: 

       
  

 

 

 

Η ςυνάρτθςθ μασ είναι: 

f(x) =     
 

 

Και οι κόμβοι μασ: 

x0 = 0, x1 = 0,3, x2 = 0,6 και x3 = 1,0 

 

Αντικακιςτϊντασ ζχουμε: 

 f(x0) = 1, f(x1) = 0,91393, f(x2) = 0,69768 και f(x3) = 0,36788 

 

Επειδι τα ςθμεία μασ είναι 4 το πολυϊνυμο παρεμβολισ ςφμφωνα με το κεϊρθμα του 

Lagrange κα είναι: 

P3(x) = l0(x)f(x0) + l1(x)f(x1) + l2(x)f(x2) + l3(x)f(x3)     (α), 

όπου 

l0(x) = 
    

       
 

    

       
 

    

       
 

l0(x) = 
                   

                   
 

l0(x) = 
                   

     
 

l0(x) = -5,55556x3 + 10,55556x2 – 6x + 1 

 



l1(x) = 
    

       
 

    

       
 

    

       
 

l1(x) = 
                 

                       
 

l1(x) = 
             

     
 

l1(x) = 15,87302x3 – 25,39683x2 + 9,52381x 

 

l2(x) = 
    

       
 

    

       
 

    

       
 

l2(x) = 
                 

                       
 

l2(x) = 
             

      
 

l2(x) = -13,88889x3 + 18,05556x2 - 4,16667x 

 

l3(x) = 
    

       
 

    

       
 

    

       
 

l3(x) = 
                   

                   
 

l3(x) = 
              

    
 

l3(x) = 3,57143x3 – 3.21429x2 + 0,64286x 

 

Αντικακιςτϊντασ τθν ςχζςθ (α) με τα παραπάνω ζχουμε: 

P3(x) = (-5,55556x3 + 10,55556x2 – 6x + 1) + 0,91393(15,87302x3 – 25,39683x2 + 9,52381x) + 

0,69768(-13,88889x3 + 18,05556x2 - 4,16667x) + 0,36788(3,57143x3 – 3.21429x2 + 0,64286x) 

P3(x) = 0,57513x3 – 1.24083x2 + 0.03359x + 1 
 
 

           
  

 

 

         

 

 

                                             

 

 

 



Ομοίωσ με τον τφπο παρεμβολισ του Newton για 4 ςθμεία ζχουμε: 

P3(x) = f[x0] + f[x0,x1](x - x0) + f[x0,x1,x2](x - x0)(x - x1) + f[x0,x1,x2,x3](x – x0)(x – x1)(x – x2)     (β) 

 

Ο πίνακασ παρακάτω δείχνει τα αποτελζςματα που λαμβάνουμε: 

i xi f[xi]             

0 0 1             

      f[x0,x1] = -0,28690         

1 0,3 0,91393     f[x0,x1,x2] = -0,72326     

      f[x1,x2] = -0,72085     f[x0,x1,x2,x3] = 0,57519 

2 0,6 0,69768     f[x1,x2,x3] = -0,14806     

      f[x2,x3] = -0,82449         

3 1,0 0,36788             

 

Αντικακιςτϊντασ τα αποτελζςματα ςτθν ςχζςθ (β) ζχουμε: 

P3(x) = 1 + (-0,28690)(x – 0) + (-0,72326)(x – 0)(x – 0,3) + (0,57519)(x – 0)(x – 0,3)(x – 0,6)  

 

P3(x) = 0,57519x3 – 1,24093x2 + 0,03361x + 1 

           
  

 

 

         

 

 

                                            

 

 

 

 

Για να επιβεβαιωκοφν τα αποτελζςματα που βρικαμεμ, παρακάτω φαίνεται θ 2ου βακμοφ 

παρεμβολι των ςθμείων μασ ςτο πρόγραμμα excel. 
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Ερώτημα ii 

Υπολογίηοντασ το παραπάνω ολοκλιρωμα ζχουμε: 

           

 

 

                                             

 

 

  

I ≈ 0,74696 
 
 

Η κεωρθτικι τιμι του ολοκλθρϊματοσ που δίνεται από τθν εκφϊνθςθ είναι:  
 

I ≈ 0,746824 
 
 

Η οποία με ςτρογγυλοποίθςθ ςτο 5ο δεκαδικό ψθφίο γίνεται: 
 

Ι ≈ 0,74682  
 
 

Σφμφωνα με τα παραπάνω το ςφάλμα που ζχουμε είναι: 
 

e = |0,74682 – 0,74696| =  0,00014 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Άςκηςη 3.1 - 2 

Χρθςιμοποιϊντασ τθν διαιρεμζνθ διαφορά για 3 ςθμεία ζχουμε τον παρακάτω πίνακα: 

 

x0 f(x0)     
      f[x0,x1] = [f(x1) - f(x0)]/(x1 - x0) 

x1 f(x1)   f[x0,x1,x2] = {f[x1,x2] - f[x0,x1]} / (x2 - x0) 

    f[x1,x2] = [f(x2) - f(x1)]/(x2 - x1)   
  x2 f(x2)   

 

Παίρνοντασ τθν ςχζςθ του f[x0,x1,x2+ ζχουμε: 

f[x0,x1,x2] = {f[x1,x2] - f[x0,x1]} / (x2 - x0)  

f[x0,x1,x2] = <{[f(x2) - f(x1)]/(x2 - x1)} - {[f(x1) - f(x0)]/(x1 - x0)}>  / (x2 - x0) 

 

Λόγω οριςμοφ ξζρουμε ότι h = x1 – x0 = x2 – x1, άρα ζχουμε: 

f[x0,x1,x2] = {[f(x2) - f(x1) - f(x1) + f(x0)] / h} / (x2 - x0) 

 

Προςκζτοντασ κατά μζλθ τα h ζχουμε: 

h = x1 – x0 

h = x2 – x1 
-------------------------- 

2h = x2 – x0 

 

Αντικακιςτϊντασ ζχουμε: 

f[x0,x1,x2] = [f(x2) - 2f(x1) + f(x0)] / h / 2h  

f[x0,x1,x2] = [f(x2) - 2f(x1) + f(x0)] / 2h2  

                                 2! f[x0,x1,x2] = [f(x0) - 2f(x1) + f(x2)] / h2             Απεδείχθη. 

 

 



Ομοίωσ χρθςιμοποιϊντασ τθν διαιρεμζνθ διαφορά για 4 ςθμεία ζχουμε τον παρακάτω πίνακα: 

 

x0 f(x0)       

    
f[x0,x1] = [f(x1) - 

f(x0)]/(x1 - x0)    

x1 f(x1)   f[x0,x1,x2] = {f[x1,x2] - f[x0,x1]} / (x2 - x0)   

    
f[x1,x2] = [f(x2) - 

f(x1)]/(x2 - x1) 
  

f[x0,x1,x2,x3] = {f[x1,x2,x3] - f[x0,x1,x2]} 
/ (x3 - x0) 

x2 f(x2)   f[x1,x2,x3] = {f[x2,x3] - f[x1,x2]} / (x3 - x1)   

    
f[x2,x3] = [f(x3) - 

f(x2)]/(x3 - x2) 
 

  

x3 f(x3)       

 

Παίρνοντασ τθν ςχζςθ του f[x0,x1,x2,x3+ ζχουμε:  

f[x0,x1,x2,x3] = {f[x1,x2,x3] - f[x0,x1,x2]} / (x3 - x0)  

f[x0,x1,x2,x3] = {<{f[x2,x3] - f[x1,x2]} / (x3 - x1)> - <{f[x1,x2] - f[x0,x1]} / (x2 - x0)>} / (x3 - x0)  

f[x0,x1,x2,x3] = <{[f(x3) - f(x2)]/(x3 - x2)} – {f[x1,x2] = [f(x2) - f(x1)]/(x2 - x1)}> 

 

Λόγω οριςμοφ ξζρουμε ότι h = x1 – x0 = x2 – x1 = x3 – x2, άρα ζχουμε: 

f[x0,x1,x2,x3] = {<{f[x2,x3] - f[x1,x2]} / (x3 - x1)> - <{f[x1,x2] - f[x0,x1]} / (x2 - x0)>} / (x3 - x0)  

f[x0,x1,x2,x3] = {<{[f(x3) - f(x2)]/(x3 - x2)} – {[f(x2) - f(x1)]/(x2 - x1)}> / (x3 - x1)} – {<{[f(x2) - f(x1)]/(x2 - x1)} – 

{[f(x1) - f(x0)]/(x1 - x0)}> / (x3 - x0)  

f[x0,x1,x2,x3] = <{[f(x3) - f(x2) - f(x2) + f(x1)] / [h (x3 - x1)]} – {[f(x2) - f(x1) - f(x1) + f(x0)]/[h(x3 - x0)]}> /  

(x3 - x0)  

 

Προςκζτοντασ κατά μζλθ τα h ζχουμε: 

h = x1 – x0 

h = x2 – x1 

h = x3 – x2 
------------------------- 

3h = x3 – x0 



Επίςθσ γνωρίηουμε ιδθ από το προθγοφμενο ερϊτθμα ότι: 

2h = x2 – x0 = x3 – x1 

 

Συνεχίηοντασ τισ πράξεισ ζχουμε: 

f[x0,x1,x2,x3] = <{[f(x3) - 2f(x2) + f(x1)] / 2h2} – {[f(x2) - 2f(x1) + f(x0)] / 2h2}> / 3h   

f[x0,x1,x2,x3] = [f(x3) - 2f(x2) + f(x1) - f(x2) + 2f(x1) - f(x0)] / 2h2 / 3h  

f[x0,x1,x2,x3] = [f(x3) - 2f(x2) + f(x1) - f(x2) + 2f(x1) - f(x0)] / 6h3  

                                        3! f[x0,x1,x2,x3] = [f(x3) - 3f(x2) + 3f(x1) - f(x0)] / h3                                Απεδείχθη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Άςκηςη 3.2.2 

Ερώτημα i 

Τα δεδομζνα μασ είναι τα παρακάτω: 

i xi yi 

1 0,5 1,235 

2 0,15 1,75 

3 0,25 2,02 

4 0,4 -1,55 

5 0,55 -2,345 

6 0,7 0,435 

 

 

Για να μπορζςουμε να βροφμε το πολυϊνυμο πρϊτου βακμοφ που προςεγγίηει τα ςθμεία μασ 

κα πρζπει να φτιάξουμε τον ακόλουκο πίνακα: 

i xi yi xiyi xi
2 

1 0,5 1,235 0,6175 0,25 

2 0,15 1,75 0,2625 0,0225 

3 0,25 2,02 0,505 0,0625 

4 0,4 -1,55 -0,62 0,16 

5 0,55 -2,345 -1,28975 0,3025 

6 0,7 0,435 0,3045 0,49 

Σφνολο 2,55 1,545 -0,22025 1,2875 

 

 
 

  



α = 
                         

                 = 
        

      
 = -4,30368 

β = 
                                 

               = 2,08656 

 

Άρα θ εξίςωςι μασ είναι: 

P(x) = -4,30368x + 2,08656 

 

Επιβεβαιϊνοντασ βάςει του excel ζχουμε: 

 

 

 

 

 

 

 

 

y = -4.30368x + 2.08656 
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Για να μπορζςουμε να βροφμε το πολυϊνυμο δευτζρου βακμοφ που προςεγγίηει τα ςθμεία 

μασ κα πρζπει να φτιάξουμε τον ακόλουκο πίνακα: 

i xi yi xiyi xi
2 xi

3 xi
4 xi

2y 

1 0,50000 1,23500 0,61750 0,25000 0,12500 0,06250 0,30875 

2 0,15000 1,75000 0,26250 0,02250 0,00338 0,00051 0,03938 

3 0,25000 2,02000 0,50500 0,06250 0,01563 0,00391 0,12625 

4 0,40000 -1,55000 -0,62000 0,16000 0,06400 0,02560 -0,24800 

5 0,55000 -2,34500 -1,28975 0,30250 0,16638 0,09151 -0,70936 

6 0,70000 0,43500 0,30450 0,49000 0,34300 0,24010 0,21315 

Σφνολο 2,55000 1,54500 -0,22025 1,28750 0,71738 0,42412 -0,26984 

 

 

 

 

 



Άρα το ςφςτθμα μασ είναι το ακόλουκο: 

6α0 + 2,55α1 + 1,2875α2 = 1,545 

2,55α0 + 1,2875α1 + 0,71738α2 = -0,22025 

1,2875α0 + 0,71738α1 + 0,42412α2 = -0,26984 

 

Λφνοντασ το ςφςτθμα λαμβάνουμε τα παρακάτω αποτελζςματα: 

α0 = 5,32538 

α1 = -23,57098 

α2 = 23,06698 

 

Άρα θ εξίςωςι μασ είναι: 

P(x) = 23,06698x2 – 23,57098x + 5,32538 

 

Επιβεβαιϊνοντασ μζςω του excel ζχουμε: 

 

 

y = 23.037x2 - 23.546x + 5.3212 
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Εφρεςη ςφάλματοσ μεταξφ ελαχίςτων τετραγώνων 1ου και 2ου βαθμοφ 

Οι εξιςϊςεισ μασ είναι οι εξισ: 

f(x) = -4,30368x + 2,08656 

και 

g(x) = 23,06698x2 – 23,57098x + 5,32538 

 

Για να υπολογίςουμε το εμβαδό κα χρειαςτεί να βροφμε τα ολοκλθρϊματά τουσ. 

Ζτςι ζχουμε: 

Ε1 =                   
   

    
 =            

    
               

Ε2 =                                  
   

    
 =           

    
                          

 

E1 = 0.14162 

E2 = 0.03061 

Άρα:  

e = |0,14162 – 0,03061| =  0,11101 

 

 

 

 

  



Ερώτημα ii 

Τα ςθμεία μασ είναι τα παρακάτω: 

x y 

0,5 1,235 

0,15 1,75 

0,25 2,02 

0,4 -1,55 

0,55 -2,345 

0,7 0,435 

 

 

Για να απεικονίςουμε γραφικά τθν εξίςωςθ P(x) = -4,30368x + 2,08656 χρειαηόμαςτε 2 ςθμεία 

επειδι είναι ευκεία. Ζτςι ζχουμε: 

x y 

0 2,08656 

1 -2,21712 

 

 

Η γραφικι παράςταςθ φαίνεται παρακάτω: 
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Άςκηςη 3.3 - 1 

Ερώτημα i 

Οι κόμβοι μασ είναι οι εξισ: 

 

x0 = 0, x1 = 0.3, x2 = 0.6 και x3 = 1 

 

Ζχουμε: 

 

f(x) =      
, άρα f’(x) = -2x    

 

 

Λόγω των παραπάνω: 

 

f(0) = 1, f(0.3) = 0.91393, f(0.6) = 0.69768 και f(1) = 0.36788 

f’(0) = 0 και f’(1) = -0.73576 

 

Επειδι οι κόμβοι μασ είναι 4 και κζλουμε να ζχουμε κυβικι Spline ζχουμε: 

 

n + 1 => m  5 > 3, που ιςχφει. 

 

Η s(x) λόγω του ότι xΕ*x0,x3+, με x1, x2 εςωτερικοφσ κόμβουσ κα ζχει τθν μορφι: 

 

s(x) = b0 + b1x + b2x2 + b3x3 + c1(x – x1)3 + c2(x – x2)3  

 

 



Με 

 

(x – xi)
3 = 0, αν x < xi 

(x – xi)
3 = (x – xi)

3, αν x >= xi 

 

Σφμφωνα με τα παραπάνω ζχουμε: 

 

s(0) = b0 

s(0.3) = b0 + 0.3b1 + 0.32b2 

s(0.6) = b0 + 0.6b1 + 0.62b2 + c1(0.6 – 0.3)3 

s(1) = b0 +b1 + b2 + c1(1 – 0.3)3 + c2(1 – 0.6)3 

 

Παραγωγίηοντασ τθν s(x) ζχουμε: 

 

s’(x) = b1 + 2b2x + 3b3x2 + 3c1(x – x1)2 + 3c2(x – x2)2 

 

Άρα, 

 

s’(0) = b1 

s’(1) = b1 + 2b2 + 3b3 + 3c1(1 – 0.3)2 + 3c2(1 – 0.6)2 

 

 

 

 



Τα ςυςτιματα που πρζπει να λφςουμε είναι τα παρακάτω: 

1 = b0 

0,91393 = b0 + 0.3b1 + 0.32b2 

0,69768 = b0 + 0.6b1 + 0.62b2 + c1(0.6 – 0.3)3 

0,36788 = b0 +b1 + b2 + c1(1 – 0.3)3 + c2(1 – 0.6)3 

0 = b1 

-0,73576 = b1 + 2b2 + 3b3 + 3c1(1 – 0.3)2 + 3c2(1 – 0.6)2 

 

Λφνοντασ τα ζχουμε: 

b0 = 1 

b1 = 0 

b2 = -1.04455 

b3 = 0.29405 

c1 = 0.37778 

c2 = -0.175 

 

Άρα οι εξιςϊςεισ που περιγράφουν τθν Spline είναι: 

 

s(x) = 1 -1.04455x2 + 0.29405x3, 0 <= x < 0.3 

s(x) = 1 -1.04455x2 + 0.29405x3 + 0.37778(x – 0.3)3, 0.3 <= x < 0.6 

s(x) = 1 -1.04455x2 + 0.29405x3 + 0.37778(x – 0.3)3 – 0.175(x – 0.6)3, 0.6 <= x < 1 

 

 

 



Η γραφικι παράςταςθ φαίνεται παρακάτω: 

 

 

 

Όπωσ μποροφμε να διαπιςτϊςουμε θ καμπφλθ που περνάει από τα ςθμεία μασ και θ spline 

ςχεδόν ταυτίηονται.  
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Άςκηςη 3.3 - 1 

Ερώτημα ii 

Οι κόμβοι μασ είναι οι εξισ: 

 

x0 = 0, x1 = 0.3, x2 = 0.6 και x3 = 1 

 

Ζχουμε: 

 

f(x) =      
, άρα 

f(0) = 1, f(0.3) = 0.91393, f(0.6) = 0.69768 και f(1) = 0.36788 

f’(0) = 0 και f’(1) = -0.73576 

 

Επειδι οι κόμβοι μασ είναι 4 και κζλουμε να ζχουμε κυβικι Spline ζχουμε: 

 

n + 1 => m  5 > 3, που ιςχφει. 

 

Η s(x) λόγω επειδι είναι φυςικι κα ζχει τθν μορφι: 

 

s(x) = b0 + b1x + c0(x – x0)3 + c1(x – x1)3 + c2(x – x2)3 + c3(x – x3)3, με 

(x – xi)
3 = 0, αν x < xi 

(x – xi)
3 = (x – xi)

3, αν x >= xi 

 

 

 



Λόγω των παραπάνω: 

 

s(0) = b0 

s(0.3) = b0 + 0.3b1 + 0.33c0 

s(0.6) = b0 + 0.6b1 + 0.63c0 + 0.33c1 

s(1) = b0 + b1 + c0 + 0.73c1 + 0.43c2 

 

Επίςθσ κα πρζπει να ιςχφει: 

c0 + c1 + c2 + c3 = 0 

c0x0 + c1x1 + c2x2 + c3x3 = 0 

 

Τα ςυςτιματα που ζχουμε να λφςουμε είναι τα παρακάτω: 

1 = b0 

0,91393 = b0 + 0.3b1 + 0.33c0 

0,69768 = b0 + 0.6b1 + 0.63c0 + 0.33c1 

0,36788 = b0 + b1 + c0 + 0.73c1 + 0.43c2 

c0 + c1 + c2 + c3 = 0 

 0,3c1 + 0,6c2 + c3 = 0 

 

 

 

 

 

 



Λφνοντασ τα ζχουμε: 

c0 = -2.43056 

c1 = 9.76188 

c2 = -23.15208 

c3 = 15.82076 

b0 = 1 

b1 = -0.06815 

 

Άρα θ εξίςωςθ τθσ φυςικισ Spline είναι: 

s(x) = 1 -0.06815x - 2.43056(x)3, 0 <= x < 0.3 

s(x) = 1 -0.06815x - 2.43056(x)3 + 9.76188(x – 0.3)3, 0.3 <= x < 0.6 

s(x) = 1 -0.06815x - 2.43056(x)3 + 9.76188(x – 0.3)3 – 23.15208(x – 0.6)3, 0.6 <= x < 1 

 

Η γραφικι παράςταςθ φαίνεται παρακάτω: 

 

Όπωσ διαπιςτϊνουμε θ φυςικι spline δεν ταυτίηεται με τθν αρχικι μασ καμπφλθ. 
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