Έλεγχοι Υποθέσεων

Στη θεωρία του ελέγχου στατιστικών υποθέσεων αντιμετωπίζουμε το πρόβλημα πως από τα δεδομένα ενός δείγματος μπορούμε να συμπεράνουμε αν πρέπει να απορριφθεί ή όχι μια υπόθεση που αφορά τις παραμέτρους του πληθυσμού από τον οποίο προέρχεται το δείγμα που μελετάμε. Στους ελέγχους υποθέσεων τη βάση για την εξαγωγή συμπερασμάτων αποτελούν περιγραφικά στατιστικά μέτρα που προκύπτουν από το δείγμα μας. Γενικότερα, εάν μια παράμετρος του πληθυσμού (π.χ. ο αριθμητικός μέσος) που μας ενδιαφέρει είναι άγνωστη, είναι δυνατόν να τεθεί αρχικά μια υπόθεση ως προς την τιμή που έχει η παράμετρος αυτή (a priori τιμή). Στη συνέχεια η υπόθεση αυτή ελέγχεται με τη βοήθεια των δεδομένων του δείγματος, συγκρίνοντας την τιμή που προκύπτει για την παράμετρο από τα δεδομένα του δείγματος, με την υποθετική τιμή (a priori τιμή) της παραμέτρου του πληθυσμού. Πιο συγκεκριμένα, ελέγχεται κατά πόσο είναι δυνατό να έχει προκύψει το συγκεκριμένο δείγμα από έναν πληθυσμό ο οποίος έχει τιμή της παραμέτρου, αυτήν που ορίστηκε από την υπόθεση. Η παρατηρούμενη διαφορά μεταξύ της παραμέτρου του δείγματος και της παραμέτρου του πληθυσμού, θεωρείται αρχικά μη πραγματική δηλαδή ότι προέρχεται από τυχαίες μεταβολές/κυμάνσεις της δειγματοληψίας. Έτσι με βάση τη διαδικασία ελέγχου υποθέσεων είναι δυνατό να ελεγχθεί κάθε υπόθεση σχετικά με τα χαρακτηριστικά ενός πληθυσμού. Μια τέτοια υπόθεση μπορεί να απορριφθεί ή να γίνει δεκτή (με συγκεκριμένη πιθανότητα διάπραξης σφάλματος, δηλαδή απόρριψης αληθινής πρότασης ή αποδοχής εσφαλμένης) βάσει μόνο των δεδομένων του δείγματος το οποίο προήλθε από τον υπό διερεύνηση πληθυσμό. Με άλλα λόγια, κάνοντας δηλαδή αντιπαραβολή της υπόθεσης με τα δεδομένα του δείγματος που προέκυψε από τον πληθυσμό μας. Οπότε, με την αντιπαραβολή αυτή είτε θα προκύψει το συμπέρασμα ότι τα δεδομένα της παρατήρησης (του δείγματος) δεν επαληθεύουν την υπόθεση αφού είναι ασυμβίβαστα προς αυτήν και έτσι η υπόθεση απορρίπτεται, είτε ότι την επαληθεύουν οπότε γίνεται αποδεκτή. Η αντιπαραβολή αυτή, στην πραγματικότητα παίρνει τη μορφή σύγκρισης της διαφοράς που παρουσιάζεται ανάμεσα στην υποθετική τιμή της παραμέτρου του πληθυσμού προς την αντίστοιχη δειγματοληπτική.

Το ερώτημα λοιπόν που τίθεται κατά τον έλεγχο των στατιστικών υποθέσεων είναι αν η διαφορά αυτή των τιμών που παρατηρείται μεταξύ της εκτίμησης μιας τιμής δείγματος και της αντίστοιχης υποθετικής παραμέτρου του πληθυσμού είναι στατιστικά ασήμαντη/φαινομενική, δηλαδή διαφορά που προέρχεται από το γεγονός ότι διερευνάται τμήμα μόνο του πληθυσμού και που μπορεί να εξηγηθεί στις κυμάνσεις της τυχαίας δειγματοληψίας (δειγματοληπτικό σφάλμα), ή είναι διαφορά στατιστικά σημαντική, δηλαδή πραγματική που δεν εξηγείται μόνο από τις κυμάνσεις της τυχαίας δειγματοληψίας.

Εάν μια διαφορά τόσο μεγάλη όσο αυτή που παρατηρείται ανάμεσα στην τιμή της εκτίμησης (από το δείγμα) και της υποθετικής τιμής της παραμέτρου (πληθυσμιακής) μπορεί να συμβεί από τύχη (από τις κυμάνσεις της τυχαίας δειγματοληψίας) λιγότερο από μια φορά στις 100, τότε λέμε ότι η διαφορά αυτή είναι Στατιστικά Σημαντική σε Επίπεδο Σημαντικότητας 1%, ενώ αν μπορεί να συμβεί στην τύχη λιγότερο από πέντε φορές στις 100 αλλά περισσότερες από μία στις 100 τότε λέμε ότι η είναι Στατιστικά Σημαντική σε Επίπεδο Σημαντικότητας 5%. Αυτά, το 1% και το 5% είναι τα συνηθέστερα επίπεδα σημαντικότητας που χρησιμοποιούνται κατά τον έλεγχο των στατιστικών υποθέσεων. 

Η συνηθέστερη μορφή στατιστικής υπόθεσης προς έλεγχο είναι αυτή που ονομάζεται υπόθεση μηδέν (null hypothesis) και τη συμβολίζουμε Η0. Κατά την υπόθεση αυτή, αρχικά, θεωρείται ότι η διαφορά που παρατηρείται ανάμεσα στην εκτίμηση της παραμέτρου και του πληθυσμού είναι στατιστικά ασήμαντη και προέρχεται από τις κυμάνσεις της τυχαίες δειγματοληψίας. Για την αποδοχή ή απόρριψη της υπόθεσης μηδέν εφαρμόζεται το κριτήριο της στατιστικής σημαντικότητας. Σε κάθε υπόθεση μηδέν αντιστοιχεί μια εναλλακτική εντελώς αντίθετη υπόθεση που ονομάζεται εναλλακτική ή διαζευκτική (alternative hypothesis) και συμβολίζεται Η1. Απόρριψη της μηδενικής υπόθεσης (που είναι και η υπόθεση προς έλεγχο) οδηγεί και ισοδυναμεί σε αποδοχή της αντίστοιχης εναλλακτικής. Η μηδενική και η εναλλακτική υπόθεση, μαζί, όλες τις δυνατές τιμές που μπορεί να πάρει η πληθυσμιακή παράμετρος που μελετάμε. Συνεπώς η απόρριψη της μιας (μηδενικής) οδηγεί αυτομάτως και υποχρεωτικά σε αποδοχή της άλλης (εναλλακτικής) και αντίστροφα.

Σφάλματα τύπου Ι και ΙΙ

Κατά τον έλεγχο των στατιστικών υποθέσεων δύο είδη σφαλμάτων μπορεί να συμβούν: α) να απορρίψουμε την Η0 ενώ αυτή είναι αληθινή (σφάλμα τύπου Ι) και συμβολίζεται με το Ελληνικό γράμμα α, ενώ είναι γνωστό ως επίπεδο σημαντικότητας, β) να αποδεχτούμε την Η0 ενώ αυτή είναι εσφαλμένη (σφάλμα τύπου ΙΙ) και συμβολίζεται με το Ελληνικό γράμμα β. Κάθε φορά που απορρίπτεται η μηδενική υπόθεση υπάρχει ο κίνδυνος αυτή να ισχύει και συνεπώς να διαπράξουμε σφάλμα τύπου Ι. Επιπλέον όταν η Η0 δεν απορρίπτεται υπάρχει εξίσου ο κίνδυνος να είναι εσφαλμένη. Αυτό που επιδιώκεται στους ελέγχους στατιστικών υποθέσεων είναι η ελαχιστοποίηση του α (απόρριψη αληθινής υπόθεσης) και η μεγιστοποίηση απόρριψης εσφαλμένης. Αυτό δεν είναι εύκολο να συμβεί διότι στην ουσία απαιτούν απογραφική έρευνα ενώ εμείς μελετάμε πάντα δείγμα. Αυτό λοιπόν που επιδιώκεται είναι στις εφαρμογές είναι η σχετική ελαχιστοποίηση τόσο του α όσο και του β. Η επιλογή της συγκεκριμένης τιμής του α (επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας) εξαρτάται από τη σοβαρότητα που δίνεται στο σφάλμα τύπου Ι.

Τα βήματα που ακολουθούμε κατά τον έλεγχο μιας στατιστικής υπόθεσης είναι τα εξής:

i) Ορίζεται η υπόθεση μηδέν και προκαθορίζεται το επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας α. 

ii) β) Από το δείγμα των δεδομένων που λαμβάνεται τυχαία από τον υπό διερεύνηση πληθυσμό υπολογίζεται η εκτίμηση της παραμέτρου (test statistic, στατιστικός δείκτης ή στατιστικό μέγεθος ελέγχου ή απλώς έλεγχος που συνήθως είναι ο καλύτερος εκτιμητής για την παράμετρο που ελέγχουμε π.χ. για τον πληθυσμιακό μ.ο. ο καλύτερος εκτιμητής είναι ο μέσος του δείγματος).

iii) Αφού υπολογιστεί η αριθμητική διαφορά μεταξύ της εκτίμησης από δείγμα και της υποθετικής τιμής της παραμέτρου για τον πληθυσμό, προσδιορίζεται η πιθανότητα (συμβολίζεται με το γράμμα p, p-value*) μια διαφορά σαν αυτή ή ακόμη μεγαλύτερη να οφείλεται στις κυμάνσεις της τυχαίας δειγματοληψίας (με την προϋπόθεση ότι η Η0 είναι αληθής). Προσδιορίζεται δηλαδή η πιθανότητα το τυχαίο δείγμα να έχει πράγματι ληφθεί από έναν πληθυσμό που έχει τιμή της συγκεκριμένης παραμέτρου σύμφωνα με την υπόθεση. Αν η πιθανότητα αυτή (p-value) είναι μεγαλύτερη από το επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας (α) τότε η υπόθεση μηδέν δεν απορρίπτεται και εξάγεται το συμπέρασμα ότι η διαφορά αυτή οφείλεται στις κυμάνσεις της δειγματοληψίας, ενώ αν η πιθανότητα αυτή είναι μικρότερη ή ίση με το επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας (α) τότε η υπόθεση μηδέν απορρίπτεται και εξάγεται το συμπέρασμα ότι η διαφορά μεταξύ εκτίμησης και παραμέτρου είναι πραγματική και δεν εξηγείται από τις κυμάνσεις της τυχαίας δειγματοληψίας.

Παραστατικά όλη η διαδικασία ελέγχου που περιγράφηκε φαίνεται στο διάγραμμα που ακολουθεί. Κάθε διαφορά (θετική ή αρνητική) εντός της περιοχής αποδοχής οδηγεί σε αποδοχή της Η0, ενώ κάθε διαφορά (θετική ή αρνητική) τόσο μεγάλη που βρίσκεται στην περιοχή απόρριψης οδηγεί σε απόρριψη της Η0. Οι περιοχές αυτές καθορίζονται από μια στατιστική συνάρτηση ελέγχου που ακολουθεί μια εκ των προτέρων γνωστή κατανομή π.χ. κανονική κατανομή. Αναλυτικότερα, η δειγματοληπτική κατανομή της συνάρτησης ελέγχου χωρίζεται σε δύο περιοχές την περιοχή απόρριψης (rejection area) και την περιοχή αποδοχής (acceptance area). Οι τιμές της δειγματοληπτικής κατανομής που είναι σε τόσο ακραία θέση σε σχέση με την παράμετρο που μελετάμε π.χ. μέση τιμή, έχουν μικρή πιθανότητα να προκύψουν και ορίζουν τη περιοχή απόρριψης, ενώ οι υπόλοιπες ορίζουν την περιοχή αποδοχής. Το εμβαδόν της περιοχής απόρριψης συμβολίζεται με το γράμμα α και είναι το επίπεδο σημαντικότητας. Με άλλα λόγια το επίπεδο σημαντικότητας ορίζει την πιθανότητα να προκύψει μια τιμή για τη συνάρτηση ελέγχου τόσο ακραία (σε σχέση με την παράμετρο που εξετάζουμε π.χ. τη μέση τιμή) ώστε αυτή να βρίσκεται στην περιοχή απόρριψης. Αν η τιμή της στατιστικής συνάρτησης του ελέγχου για τα δειγματικά δεδομένα βρίσκεται στην περιοχή απόρριψης τότε η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται, ενώ αν βρίσκεται στην περιοχή αποδοχής η μηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται.
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Αν υποθέσουμε ότι η στατιστικής μας υπόθεσης είναι π.χ. ο μέσος μ του πληθυσμού έχει τιμή μ0, τότε η διαδικασία περιλαμβάνει τις ακόλουθες φάσεις:

i) Επιλέγουμε το επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας α (σφάλμα τύπου Ι), ορίζουμε την Η0 και την εναλλακτική Η1.
ii) Ορίζονται τα κριτήρια για την απόρριψη ή την αποδοχή της υπόθεσης μηδέν, δηλαδή ορίζονται οι κριτικές τιμές της δειγματοληπτικής κατανομής (τυποποιημένη μεταβλητή Ζ, t, ή άλλη θεωρητική κατανομή) που ορίζουν τις περιοχές απόρριψης και αποδοχής της Η0 π.χ. για α=0,05 το Z=
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1,96.

iii) Υπολογίζεται η τιμή της Ζ από το δείγμα με βάση τον τύπο 
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, χρησιμοποιείται αυτός ο τύπος και όχι ο αντίστοιχος 
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, ο οποίος αφορά στη διαφορά μια ορισμένης μέσης τιμής της μεταβλητής Χ και του μέσου του πληθυσμού μ, διότι εδώ ο συγκεκριμένος τύπος (ο πρώτος) αφορά στην κατανομή δειγματοληψίας.
iv) Τέλος διαπιστώνεται αν τη τιμή που προκύπτει από τα δειγματοληπτικά δεδομένα (Z, t κ.λπ.) βρίσκεται στην περιοχή απόρριψης ή στην περιοχή αποδοχής, οπότε εξάγονται και τα αντίστοιχα συμπεράσματα.
Περιοχή απόρριψης ονομάζεται το διάστημα τιμών για το οποίο θεωρούμε ότι αν ο στατιστικός δείκτης του δείγματος βρεθεί εκεί τότε η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται.

* p-value είναι η δεσμευμένη πιθανότητα να πάρει ο έλεγχος μια τιμή σαν αυτή που υπολογίστηκε στο δείγμα δεδομένου ότι η Η0 ισχύει.
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