
ÌÜèçìá 4ÄÉÁÊÑÉÔÇ �ÑÏÓÅ��ÉÓÇ
4.1 ÌÝèïäïò åëÜ÷éó�ùí �å�ñáãþíùí4.1.1 ÅéóáãùãÞÓ�ïÌÜèçìá 3 åîå�Üó�çêå �ï ðñüâëçìá �çò åýñåóçò �ïõ ðïëõùíýìïõ ðáñåìâï-ëÞò, äçëáäÞ �ïõ ðïëõùíýìïõ ðïõ óõíÝðéð�å Þ äéáöïñå�éêÜ äéÝñ÷ïí�áí áðüïñéóìÝíá óçìåßá ìéáò óõíÜñ�çóçò. Ôï ðñüâëçìá ðïõ èá åîå�áó�åß ó�ï ìÜèçìááõ�ü, åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò åíüò ðïëõùíýìïõ ðïõ ðñïóåããßæåé ìå �ïí êáëý�å-ñï äõíá�ü Þ äéáöïñå�éêÜ Üñéó�ï �ñüðï (best approximation Þ best �tting)Ýíá óýíïëï �éìþí (data) �çò ìïñöÞò (Ó÷. 4.1 - 1):S = {(xi; yi) ìå i = 1; 2; : : : ; n} : (4.1 - 1)¸ó�ù ü�é yi = f (xi); i = 1; 2; : : : ; n üðïõ f ìéá Üãíùó�ç ãåíéêÜ óõíÜñ�çóç,äçëáäÞ ìéá óõíÜñ�çóç, ðïõ åíþ åßíáé ãíùó�ü ü�é õðÜñ÷åé, åßíáé Üãíùó�ïò ï�ýðïò �çò. Ç Ýííïéá �çò Üñéó�çò ðñïóÝããéóçò óçìáßíåé �ü�å ü�é �ï óöÜëìá�çò ðñïóÝããéóçò ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ åßíáé �ï ìéêñü�åñï äõíá�ü.4.1.2 �åñßð�ùóç I ðïëõþíõìï 1ïõ âáèìïý¸ó�ù ü�é �ï óýíïëï �ùí óçìåßùí S ó�çí (4:1 − 1) ðñïóåããßæå�áé áðü Ýíáðïëõþíõìï 1ïõ âáèìïý �çò ìïñöÞòP1(x) = P (x) = ax+ b; (4.1 - 2)1
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Ó÷Þìá 4.1 - 1: ÄåäïìÝíá: S = {(0; 1:5); (1; 0); (3; 2:5); (6;−1:5)}.�ñïóÝããéóç ìå: ðáñåìâïëÞ (ìðëå êáìðýëç) êáé ìå äéáêñé�Þ ðñïóÝããéóç: 1ïõâáèìïý - åõèåßá (êüêêéíç) êáé 2ïõ âáèìïý - ðáñáâïëÞ (ðñÜóéíç) êáìðýëçäçëáäÞ ç ðñïóÝããéóç �ùí äåäïìÝíùí ãßíå�áé ìå ìéá åõèåßá. Áí èåùñçèåß�ï �õ÷üí óçìåßï (xi; yi) ∈ S, �ü�å ç �éìÞ yi ðñïóåããßæå�áé áðü �çí �éìÞỹi = P (xi) = axi+ b, ïðü�å �ï áí�ßó�ïé÷ï áðüëõ�ï óöÜëìá �çò ðñïóÝããéóçòó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ èá åßíáéei = |yi − ỹi| = |yi − (axi + b)| :ÅðïìÝíùò ãéá �ï ïëéêü óöÜëìá, Ýó�ù Ẽ, èá Ý÷ïõìåẼ = ẽ1 + : : :+ ẽn = |y1 − (ax1 + b)|+ : : :+ |yn − (axn + b)| : (4.1 - 3)�ñïöáíþò Ẽ = Ẽ(a; b), äçëáäÞ �ï ïëéêü óöÜëìá åßíáé ìéá óõíÜñ�çóç �ùía; b. ¢ñá �ï ðñüâëçìá áíÜãå�áé ó�ïí õðïëïãéóìü �ùí a êáé b, Ý�óé þó�å �ïóöÜëìá Ẽ ó�çí (4:1−3) íá åßíáé åëÜ÷éó�ï. Ôü�å, üðùò åßíáé Þäç ãíùó�ü ó�ïíáíáãíþó�ç áðü �ç ìåëÝ�ç óõíáñ�Þóåùí ðïëëþí ìå�áâëç�þí, ïé áíáãêáßåòóõíèÞêåò ãéá íá óõìâáßíåé áõ�ü åßíáé:�Ẽ�a = 0 êáé �Ẽ�b = 0: (4.1 - 4)



ÌÝèïäïò åëÜ÷éó�ùí �å�ñáãþíùí 3Åýêïëá üìùò äéáðéó�þíå�áé ü�é ç (4:1 − 4) ëüãù êáé �ïõ áðïëý�ïõ äåíðáñáãùãßæå�áé1, ïðü�å �ï ðñüâëçìá ó�ç ìïñöÞ áõ�Þ äå ëýíå�áé.Ó�ç äéáêñé�Þ ìÝèïäï �ùí åëÜ÷éó�ùí �å�ñáãþíùí (disrete least squaresmethod), óå áí�ßèåóç ìå �çí (4:1 − 3), ðñïóäéïñßæïí�áé ïé ó�áèåñÝò a êáé b,Ý�óé þó�å �ï ïëéêü �å�ñáãùíéêü óöÜëìá E, äçëáäÞ �ïE = e21 + : : :+ e2n = [y1 − (ax1 + b)]2 + : : :+ [yn − (axn + b)]2 (4.1 - 5)íá åßíáé åëÜ÷éó�ï. Ôü�å áðü �çí (4:1− 5) ðñïêýð�åé �ï óýó�çìá�E�a = −2
n∑i=1

(yi − axi − b)xi = 0 êáé�E�b = −2
n∑i=1

(yi − axi − b) = 0ðïõ �åëéêÜ ìå�Ü �éò ðñÜîåéò ãñÜöå�áé ùò åîÞò:a n∑i=1

x2i + b n∑i=1

xi =
n∑i=1

xi yia n∑i=1

xi + b n
︷ ︸︸ ︷n∑i=1

x0i =
n∑i=1

yi: (4.1 - 6)Ôï ãñáììéêü óýó�çìá (4:1−6) ëÝãå�áé �ü�å êáé óýó�çìá êáíïíéêþí åîéóþóåùí(normal equations) êáé áðü �ç ëýóç �ïõ ðñïêýð�åé ü�é:a =

n( n∑i=1

xi yi)−

( n∑i=1

xi)( n∑i=1

yi)n( n∑i=1

x2i)−

( n∑i=1

xi)2
; (4.1 - 7)1¸ó�ù ãéá åõêïëßá ü�é áðáëåßöïí�áé �á áðüëõ�á. Ôü�å�Ẽ�a = −x1 − : : : − xn = 0 êáé �Ẽ�b = −1− : : :− 1 = −n = 0Ü�ïðï.



4 Äéáêñé�Þ ðñïóÝããéóç Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�ßíáêáò 4.1 - 1: �áñÜäåéãìá 4.1 - 1i xi yi xi yi x2i1 -0.5 1.2 -0.6 0.252 0.3 2.0 0.6 0.093 0.7 1.0 0.7 0.494 1.5 -1.0 -1.5 2.252.0 3.2 -0.8 3.08
b =

( n∑i=1

x2i)( n∑i=1

yi)−

( n∑i=1

xi yi)( n∑i=1

xi)n( n∑i=1

x2i)−

( n∑i=1

xi)2
: (4.1 - 8)�áñÜäåéãìá 4.1 - 1Íá ðñïóäéïñéó�åß ìå �çí ìÝèïäï �ùí åëÜ÷éó�ùí �å�ñáãþíùí �ï ðïëõþíõìï

1ïõ âáèìïý ðïõ ðñïóåããßæåé �á äåäïìÝíá:xi -0.5 0.3 0.7 1.5yi 1.2 2.0 1.0 -1.0Ëýóç. �éá �çí åöáñìïãÞ �ùí �ýðùí (4:1 − 7) êáé (4:1 − 8) áðáé�åß�áé çäçìéïõñãßá �ïõ �ßíáêá 4.1 - 1.Ôü�å Ý÷ïõìåa =
4 · (−0:8)− 2 · (3:2)

4 · (3:08) − 22
≈ −1:1539 êáéb =

(3:08) · (3:2) − (−0:8) · 2
4 · (3:08) − 22

≈ 1:3769;äçëáäÞ P (x) = −1:1539x + 1:3769 (Ó÷. 4.1 - 2).
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Ó÷Þìá 4.1 - 2: �áñÜäåéãìá 4.1 - 1. Ç åîßóùóç �çò åõèåßáò åßíáé y =

−1:1539x + 1:3769�áñÜäåéãìá 4.1 - 2¼ìïéá �ï ðïëõþíõìï 1ïõ âáèìïý ðïõ ðñïóåããßæåé �á äåäïìÝíá (xi; yi) �ïõ�ßíáêá 4.1 - 3.Ëýóç. Óýìöùíá ìå �ïõò �ýðïõò (4:1− 8) êáé (4:1− 8) ðñïêýð�åé ü�éa =
10 · 485:9487 − 56:2933 · 73:8373

10 · 380:5423 − 56:29332 ≈ 1:1044 êáéb =
380:5423 · 73:8373 − 56:2933 · 485:9487

10 · 380:5423 − 56:29332 ≈ 1:1667:¢ñá P (x) = 1:1044x + 1:1667 (Ó÷. 4.1 - 3).4.1.3 �åñßð�ùóç II ðïëõþíõìï m-âáèìïýÓ�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ æç�åß�áé ç ðñïóÝããéóç �ïõ óõíüëïõ S ó�çí (4:1− 1) ìåÝíá ðïëõþíõìï m-âáèìïý �çò ìïñöÞòPm(x) = a0 + a1x+ : : :+ amxm;ü�áí m < n - 1: (4.1 - 9)



6 Äéáêñé�Þ ðñïóÝããéóç Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�ßíáêáò 4.1 - 2: �áñÜäåéãìá 4.1 - 2i xi yi xi yi x2i1 2.0774 3.3123 6.8810 4.31562 2.3049 3.8982 8.9850 5.31263 3.0125 4.6500 14.0081 9.07524 4.7092 6.5576 30.8810 22.17665 5.5016 7.5173 41.3572 30.26766 5.8704 7.0415 41.3364 34.46167 6.2248 7.7497 48.2403 38.74818 8.4431 11.0451 93.2549 71.28599 8.7594 9.8179 85.9989 76.727110 9.3900 12.2477 115.0059 88.172156.2933 73.8373 485.9487 380.5423
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Ó÷Þìá 4.1 - 3: �áñÜäåéãìá 4.1 - 2. Ç åîßóùóç �çò åõèåßáò åßíáé y =

1:1044x + 1:1667



ÌÝèïäïò åëÜ÷éó�ùí �å�ñáãþíùí 7Ôü�å, üìïéá ìå �çí �åñßð�ùóç I, åêëÝãïí�áé ïé ó�áèåñÝò a0, a1, : : :, am, Ý�óéþó�å �ï óöÜëìá2E = e21 + : : :+ e2n = [y1 − Pm (x1)]2 + : : :+ [yn − Pm (xn)]2íá åßíáé åëÜ÷éó�ï.¼ðùò êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ ðïëõùíýìïõ 1ïõ âáèìïý ïé áíÜëïãåò áíáãêáßåòóõíèÞêåò �ùí (4:1 − 4) åßíáé ïé åîÞò:�E�aj = 0 ãéá êÜèå j = 0; 1; : : : ; m: (4.1 - 10)Áðü �çí (4:1−10) �åëéêÜ3 Ý÷ïõìå �ï ðáñáêÜ�ù ãñáììéêü óýó�çìá êáíïíéêþíåîéóþóåùí ìå m + 1 åîéóþóåéò êáé m + 1 áãíþó�ïõò �ïõò óõí�åëåó�Ýòa0; a1; : : : ; am �ïõ ðïëõùíýìïõa0 n∑i=1

x0i + a1 n∑i=1

x1i + : : :+ am n∑i=1

xmi =
n∑i=1

yi x0ia0 n∑i=1

x1i + a1 n∑i=1

x2i + : : :+ am n∑i=1

xm+1i =
n∑i=1

yi x1i... (4.1 - 11)a0 n∑i=1

xmi + a1 n∑i=1

xm+1i + : : :+ am n∑i=1

x2mi =
n∑i=1

yi xmi :
2ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé Á. ÌðñÜ�óïò [2℄ Êåö. 7.3Ôï óýó�çìá (4:1 − 10) ãñÜöå�áé �E�aj = −2

∑ni=1
yixji + 2

∑mk=0
ak∑ni=1

xj+ki =

0, ïðü�å ∑nk=0

∑mi=1
xj+ki =

∑mi=1
yixji ãéá êÜèå j = 0; 1; : : : ; n. Ç áðüäåéîç íáðáñáëåéöèåß óå ðñþ�ç áíÜãíùóç.



8 Äéáêñé�Þ ðñïóÝããéóç Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�áñá�Þñçóåéò 4.1 - 1i) Ï ðßíáêáò �ùí óõí�åëåó�þí �ùí áãíþó�ùí



















n∑i=1

x0i n∑i=1

x1i : : : n∑i=1

xmin∑i=1

x1i n∑i=1

x2i : : : n∑i=1

xm+1i... ... ...n∑i=1

xmi n∑i=1

xm+1i : : : n∑i=1

x2mi



















(4.1 - 12)
åßíáé óõììå�ñéêüò. Ç éäéü�ç�á áõ�Þ åßíáé óçìáí�éêÞ êáé ðåñéïñßæåé �ïíáñéèìü �ùí ðñÜîåùí4, ðïõ áðáé�ïýí�áé ãéá �ç ëýóç �ïõ óõó�Þìá�ïò
(4:1 − 11).ii) Áðïäåéêíýå�áé ü�é �ï óýó�çìá (4:1 − 11) Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç, ü�áí�á óçìåßá xi; i = 1; 2; : : : ; n åßíáé äéáöïñå�éêÜ ìå�áîý �ïõò.iii) Êñßíå�áé óêüðéìï ó�ï óçìåßï áõ�ü íá äéåõêñéíéó�åß ü�é ìéá ãåíßêåõóç�ïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìá�ïò, äçëáäÞ ç ðñïóÝããéóç �ùí óçìåßùí S ìåÝíá ðïëõþíõìï Pm(x) ìå �çí áðáß�çóç �ï Üèñïéóìá �ùí óöáëìÜ�ùíE =

∑ni=1 eki ìå k ≥ 3, íá åßíáé åëÜ÷éó�ï, êá�áëÞãåé ìå�Ü êáé �çíåöáñìïãÞ �çò óõíèÞêçò (4:1−10) óå ìç ãñáììéêü óýó�çìá. ÅðïìÝíùòç ìÝèïäïò ìå �çí áðáß�çóç áõ�Þ äåí åßíáé åöáñìüóéìç.�áñÜäåéãìá 4.1 - 3Íá ðñïóäéïñéó�åß ìå �ç äéáêñé�Þ ìÝèïäï �ùí åëÜ÷éó�ùí �å�ñáãþíùí �ï ðïëõþíõìï
2ïõ âáèìïý ðïõ ðñïóåããßæåé �á äåäïìÝíá �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 4.1 - 1.Ëýóç. ÅðåéäÞ ï áñéèìüò �ùí óçìåßùí åßíáé n = 4, óýìöùíá ìå �ç óõíèÞêç
(4:1−9) ï ìåãáëý�åñïò äõíá�üò âáèìüòm �ïõ ðïëõùíýìïõ èá åßíáém < 4−1,äçëáäÞ m = 2. ¸ó�ù P2(x) = a0 + a1x+ a2x24ÂëÝðå âéâëéïãñáößá ìÝèïäïò Cholesky êáé Á. ÌðñÜ�óïò [2℄ Êåö. 8.



ÌÝèïäïò åëÜ÷éó�ùí �å�ñáãþíùí 9�ßíáêáò 4.1 - 3: �áñÜäåéãìá 4.1 - 2xi yi xi yi x2i x3i x4i x2i yi-0.5 1.2 -0.6 0.25 -0.125 0.0625 0.300.3 2.0 0.6 0.09 0.027 0.0081 0.180.7 1.0 0.7 0.49 0.343 0.2401 0.491.5 -1.0 -1.5 2.25 3.375 5.0625 -2.252.0 3.2 -0.8 3.08 3.62 5.3732 -1.28�ï æç�ïýìåíï ðïëõþíõìï. Ôü�å �ï óýó�çìá (4:1 − 11) ãñÜöå�áéa0 4∑i=1

x0i + a1 4∑i=1

x1i + a2 4∑i=1

x2i =
4∑i=1

yi x0ia0 4∑i=1

x1i + a1 4∑i=1

x2i + a2 4∑i=1

x3i =
4∑i=1

yi x1ia0 4∑i=1

x2i + a1 4∑i=1

x3i + a2 4∑i=1

x4i =
4∑i=1

yi x2i ; ;ïðü�å óýìöùíá ìå �ïí �ßíáêá 4.1 - 3 Ý÷ïõìå
4a0 + 2:0a1 + 3:08a2 = 3:2

2:0a0 + 3:08a1 + 3:62a2 = −0:8
3:08a0 + 3:62a1 + 5:3732a2 = −1:28:Áðü �ç ëýóç5 �ïõ óõó�Þìá�ïò ðñïêýð�åé ü�é �ï ðïëõþíõìï åßíáé (Ó÷. 4.1 -4) P2(x) = −1:4583x2 + 0:3045x + 1:7707:Ôü�å �ï óöÜëìá �çò ðñïóÝããéóçò åßíáéE =

∑
5i=1 [yi − P2 (xi)]2 ≈ 2:76E−

04, ðïõ åßíáé êáé �ï åëÜ÷éó�ï ðïõ ðñïêýð�åé áðü ðñïóÝããéóç ìå ðïëõþíõìï
2ïõ âáèìïý ãéá �á ðáñáðÜíù äåäïìÝíá.5Ç ëýóç �ïõ óõó�Þìá�ïò äåí åßíáé ó�çí åîå�áó�Ýá ýëç.
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Ó÷Þìá 4.1 - 4: �áñÜäåéãìá 4.1 - 2. Ç êáìðýëç ïñßæå�áé áðü �ï ðïëõþíõìïP2(x) = −1:4583x2 + 0:3045x + 1:7707, åíþ ç åõèåßá (�áñÜäåéãìá 4.1 - 1)Ý÷åé åîßóùóç y = −1:1539x + 1:3769ÁóêÞóåéò1. ¸ó�ù �á äåäïìÝíá:xi 0.500 0.150 0.250 0.400 0.550 0.700yi 1.235 1.750 2.020 -1.550 -2.345 0.435Ìå �ç äéáêñé�Þ ìÝèïäï �ùí åëÜ÷éó�ùí �å�ñáãþíùí íá õðïëïãéó�ïýíi) �ï ðïëõþíõìï 1ïõ, áí�ßó�ïé÷á 2ïõ âáèìïý ðïõ �á ðñïóåããßæåé êáé íáãßíåé ç ãñáöéêÞ �ïõò ðáñÜó�áóç,ii) �ï áí�ßó�ïé÷ï óå êÜèå ðåñßð�ùóç óöÜëìá �çò ðñïóÝããéóçò.2. ¼ìïéá �á äåäïìÝíáxi 0.3 0.5 0.7 1.4 1.8 2.2 3.5yi 0.0647 0.0985 0.2490 1.0395 1.5393 3.5941 4.0549
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