
ÌÜèçìá 6Å�ÉÊÁÌ�ÕËÉÁÏËÏÊËÇÑÙÌÁÔÁ
6.1 Ïñéóìüò êáé �ýðïò õðïëïãéóìïý6.1.1 ÏñéóìüòÓ�ï ìÜèçìá áõ�ü ãßíå�áé ìéá ãåíßêåõóç �çò ìÝ÷ñé �þñá ãíùó�Þò Ýííïéáò �ïõïñéóìÝíïõ ïëïêëçñþìá�ïò ∫ âá f(x)dx, óýìöùíá ìå �çí ïðïßá �ï äéÜó�çìáïëïêëÞñùóçò [á; â] áí�éêáèßó�á�áé áðü ìéá êáìðýëç, Ýó�ù C (Ó÷. 6.1 - 1a),ìå ðåðåñáóìÝíï ìÞêïò, ðïõ ðåñéãñÜöå�áé áðü �ç äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç1r(t), åíþ ç ïëïêëçñù�Ýá óõíÜñ�çóç f(x) áðü Ýíá äéáíõóìá�éêü ðåäßï, ðïõðåñéãñÜöå�áé åðßóçò áðü ìßá äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç2, Ýó�ù F (Ó÷. 6.1 -1b), ðïõ ïñßæå�áé åðß �çò C (Ó÷. 6.1 - 2), äçëáäÞ �á óçìåßá (x; y), áí�ßó�ïé÷á
(x; y; z) ó�á ïðïßá ïñßæå�áé ç F, åßíáé åðßóçò óçìåßá �çò C (Ó÷. 6.1 - 2d). Ôáïëïêëçñþìá�á áõ�Ü ëÝãïí�áé �ü�å åðéêáìðýëéá êáé ç êáìðýëç C äñüìïòïëïêëÞñùóçò.Äßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá ï ïñéóìüò �ïõ åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìá�ïò.1ÂëÝðå: ÌÜèçìá 4. Äéáíõóìá�éêÝò óõíáñ�Þóåéò ìéáò ìå�áâëç�Þò, �áñÜãñáöïò 4.2:ðáñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç êáìðõëþí.2ÂëÝðå: ÌÜèçìá 5. Äéáíõóìá�éêüò Äéáöïñéêüò Ëïãéóìüò, �áñÜãñáöïò 5.2: Âáèìù�Üêáé äéáíõóìá�éêÜ ðåäßá. 1
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(a) (b)Ó÷Þìá 6.1 - 1: (a) ç êáìðýëç C êáé (b) �ï äéáíõóìá�éêü ðåäßï FÏñéóìüò 6.1 - 1 (åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá). ¸ó�ù C ìßá êáìðýëç ìåðåðåñáóìÝíï ìÞêïò ðïõ ðåñéãñÜöå�áé áðü �ç äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç r(t)ãéá êÜèå t ∈ [á; â] êáé Ýíá äéáíõóìá�éêü ðåäßï, Ýó�ù F, ðïõ åßíáé ïñéóìÝíïåðß �çò C (Ó÷. 6.1 - 2). Ôü�å �ï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá �çò F åðß �çò C,óõìâïëßæå�áé ìå ∫C F · d r êáé ïñßæå�áé áðü �ïí �ýðï
∫C F · d r = â∫á F [r(t)] · r′(t) dt; (6.1 - 1)ü�áí �ï �åëåõ�áßï ïëïêëÞñùìá õðÜñ÷åé.Áí ç êáìðýëç C åßíáé êëåéó�Þ, �ü�å �ï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá êá�ÜìÞêïò �çò C óõìâïëßæå�áé ìå

∮C F · d rüðïõ ó�ï óýìâïëï �çò ïëïêëÞñùóçò �ßèå�áé ðïëëÝò öïñÝò êáé âÝëïò ãéá íáêáèïñéó�åß ç öïñÜ äéáãñáöÞò �çò C.Ôá åðéêáìðýëéá ïëïêëçñþìá�á Ý÷ïõí ðïëëÝò åöáñìïãÝò ó�éò èå�éêÝò åðéó�Þ-ìåò, üðùò ó�ï Ýñãï äõíÜìåùí, �ç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá, �ç ñïÞ èåñìü�ç�áò, �çíåí�ñïðßá, �ç ñïÞ ñåõó�þí ê.ëð.
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() (d)Ó÷Þìá 6.1 - 2: (a) �ï äéáíõóìá�éêü ðåäßï F ìå �çí êáìðýëç C êáé (d) �ïðåäßï F åðß �çò C, äçëáäÞ, ü�áí �á óçìåßá (x; y; z) ó�á ïðïßá ïñßæå�áé çäéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç F, åßíáé åðßóçò óçìåßá �çò C6.1.2 Ôýðïò õðïëïãéóìïý¸ó�ù ü�é ç äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç ðïõ ðåñéãñÜöåé �ï ðåäßï F, åêöñÜæå�áéóõíáñ�Þóåé �ùí óõí�å�áãìÝíùí �ïõ ó�ï ÷þñï �ùí 3-äéáó�Üóåùí ùò åîÞò:F(x; y; z) = P (x; y; z)i+Q(x; y; z)j +R(x; y; z)k
= 〈P (x; y; z); Q(x; y; z); R(x; y; z); 〉 (6.1 - 2)åíþ ç äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç3 r ùòr = x i+ y j+ z k: (6.1 - 3)3ÌÜèçìá 4: ÄéÜíõóìá èÝóçò Þ äéáíõóìá�éêÞ áê�ßíá �ýðïò (4:1− 3).



4 Åðéêáìðýëéá Ïëïêëçñþìá�á Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÓýìöùíá ìå �éò (6:1−2) êáé (6:1−3), ëáìâÜíïí�áò õð' üøéí �ï ãíùó�ü �ýðïõðïëïãéóìïý �ïõ åóù�åñéêïý ãéíïìÝíïõ4, �ï ïëïêëÞñùìá (6:1− 1) ãñÜöå�áé
∮C F(t) · d r =

∮C (P i+Q j+Rk) · (dx i+ dy j+ dz k)
= P dx+Qdy +Rdz: (6.1 - 4)Ç áí�ßó�ïé÷ç Ýêöñáóç �çò (6:1−4), ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ó�çí �áñÜãñáöï?? ó�ï ÷þñï �ùí 2-äéáó�Üóåùí, åßíáé

∮C F(t) · d r =

∮C (P i+Q j) · (dx i+ dy j)
= P dx+Qdy: (6.1 - 5)¸ó�ù �þñá ü�é ç äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç r(t), ðïõ ðåñéãñÜöåé ðáñáìå�ñéêÜ�çí êáìðýëç C, åßíáé �çò ìïñöÞò5r(t) = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k

= 〈x(t); y(t); z(t)〉 ; ü�áí t ∈ [á; â]: (6.1 - 6)Áí�éêáèéó�þí�áò óýìöùíá ìå �çí (6:1 − 6) ó�çí (6:1 − 2) �á x; y; z ìå�éò áí�ßó�ïé÷åò ðáñáìå�ñéêÝò ìïñöÝò �ïõò x(t), y(t) êáé z(t) Ý÷ïõìåF(t) = F(x(t); y(t); z(t)) = 〈P (x(t); y(t); z(t)); Q(x(t); y(t); z(t));
= R(x(t); y(t); z(t))〉 : (6.1 - 7)ÕðïèÝ�ïí�áò ü�é ïé óõíáñ�Þóåéò x(t), y(t) êáé z(t) åßíáé ðáñáãùãßóéìåò ãéáêÜèå t ∈ [á; â], áðü �çí (6:1 − 6) Ý÷ïõìår′(t) = x′(t)i+ y′(t)j+ z′(t)k

=
〈x′(t); y′(t); z′(t)〉 ; ü�áí t ∈ [á; â]: (6.1 - 8)4Áí a = 〈a1; a2; a3〉 êáé b = 〈b1; b2; b3〉, �ü�å �ï åóù�åñéêü ãéíüìåíï a · b éóïý�áé ìåa · b = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3:5ÂëÝðå: ÌÜèçìá 4. Äéáíõóìá�éêÝò óõíáñ�Þóåéò ìéáò ìå�áâëç�Þò, �áñÜãñáöïò 4.2:ðáñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç êáìðõëþí, �ýðïò (4.2-4).



Ïñéóìüò êáé �ýðïò õðïëïãéóìïý 5Óýìöùíá ìå �éò (6:1− 7) êáé (6:1− 8), ëáìâÜíïí�áò õð' üøéí êáé �ï ãíùó�ü�ýðï õðïëïãéóìïý �ïõ åóù�åñéêïý ãéíïìÝíïõ6, ç ïëïêëçñù�Ýá óõíÜñ�çóçó�çí (6:1− 1) ãñÜöå�áéF(t) · r′(t) = P (x(t); y(t); z(t))x′(t) +Q(x(t); y(t); z(t)) y′(t);
+R(x(t); y(t); z(t)) z′(t): (6.1 - 9)Ôü�å áðü �çí (6:1−9) ðñïêýð�åé ï ðáñáêÜ�ù �ýðïò õðïëïãéóìïý �ïõ åðéêáìðýëéïõïëïêëçñþìá�ïò (6:1 − 1) ãéá �ï ÷þñï �ùí 3-äéáó�Üóåùí

∫C F · d r = â∫á [Px′(t) +Qy′(t) +Rz′(t)] d t; (6.1 - 10)åíþ ï áí�ßó�ïé÷ïò �ýðïò ãéá �ï ÷þñï �ùí 2-äéáó�Üóåùí åßíáé
∫C F · d r = â∫á [Px′(t) +Qy′(t)] d t: (6.1 - 11)Êñßíå�áé áíáãêáßï ó�ï óçìåßï áõ�ü íá ãßíåé õðåíèýìéóç �ùí ðáñáêÜ�ù÷ñÞóéìùí ãéá �á åðüìåíá ðáñáìå�ñéêþí ðáñáó�Üóåùí.ÅõèåßáÏé ðáñáìå�ñéêÝò ìïñöÝò �ùí x(t), y(t), áí�ßó�ïé÷á x(t), y(t), z(t) �çò ðáñáìå-�ñéêÞò åîßóùóçò �ïõ åõèýãñáììïõ �ìÞìá�ïò M1M2 ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ïõ÷þñïõ �ùí

• 2-äéáó�Üóåùí, ü�áí M1 (x1; y1) ç áñ÷Þ êáé M2 (x2; y2) �ï �Ýëïò, åßíáéx(t) = tx2 + (1− t)x1;y(t) = ty2 + (1− t)y1 ìå t ∈ [0; 1]: (6.1 - 12)6ÂëÝðå ðáñáðÜíù õðïóçìåßùóç.
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Ó÷Þìá 6.1 - 3: ðáñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç åõèåßáò
• 3-äéáó�Üóåùí, ü�áí M1 (x1; y1; z1) - áñ÷Þ êáé M2 (x2; y2; z2) - �Ýëïò(Ó÷. 6.1 - 3), åßíáéx(t) = tx2 + (1− t)x1;y(t) = ty2 + (1− t)y1;z(t) = tz2 + (1− t)z1 ìå t ∈ [0; 1]: (6.1 - 13)�åñéöÝñåéá êýêëïõ¸ó�ù áñ÷éêÜ ü�é �ï êÝí�ñï �ïõ êýêëïõ óõìðßð�åé ìå �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí.Ôü�å, áí R ç áê�ßíá, ç åîßóùóç �ùí óçìåßùí �çò ðåñéöÝñåéáò ãñÜöå�áéx2 + y2 = R2;ïðü�å ðáñáìå�ñéêÝò ìïñöÝò �ùí x(t) êáé y(t) åßíáéx(t) = R cos t êáéy(t) = R sin t ìå t ∈ [0; 2�): (6.1 - 14)



Ïñéóìüò êáé �ýðïò õðïëïãéóìïý 7Áí �ï êÝí�ñï �ïõ êýêëïõ åßíáé �ï óçìåßï (á; â), �ü�å ç åîßóùóç �ùíóçìåßùí �çò ðåñéöÝñåéáò ãñÜöå�áé
(x− á)2 + (y − â)2 = R2;ïðü�å x(t) = (á +R cos t) êáéy(t) = (â +R sin t) ìå t ∈ [0; 2�): (6.1 - 15)Óçìåßùóç 6.1 - 1Óå êÜèå Üëëç äéáöïñå�éêÞ �ùí ðáñáðÜíù ðåñßð�ùóç ç ðáñáìå�ñéêÞ ìïñöÞ �çòC èá äßíå�áé.�áñÜäåéãìá 6.1 - 1Íá õðïëïãéó�åß �ï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá ∫C F · d r, ü�áíF = xi− yj+ (xz + y)kêáéC �ï åõèýãñáììï �ìÞìáAB ìå áñ÷Þ �ïA(1;−1; 2) êáé �Ýëïò �ïB(3; 1;−1).Ëýóç. ¸ó�ùA : x1 = 1; y1 = −1; z1 = 2: B : x2 = 3; y2 = 1; z2 = −1;Ôü�å �ï åõèýãñáììï �ìÞìá AB óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (6:1− 13) åêöñÜæå�áéðáñáìå�ñéêÜ ùò åîÞò:x(t) = t · 3 + (1− t) · 1 = 2t+ 1 (1)y(t) = t · 1 + (1− t) · (−1) = 2t− 1 (2)z(t) = t · (−1) + (1− t) · 2 = −3t+ 2; ü�áí t ∈ [0; 1]: (3)¢ñá x′(t) = 2 (4)y′(t) = 2 (5)z′(t) = −3: (6)



8 Åðéêáìðýëéá Ïëïêëçñþìá�á Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÁðü �ï äéáíõóìá�éêü ðåäßï ðñïêýð�åé ü�éF = xi− yj+ (xz + y)k = P (x; y; z)i +Q(x; y; z)j +R(x; y; z)k:¢ñá óýìöùíá ìå �éò (1)-(3) Ý÷ïõìåP = x = 2t+ 1;Q = −y = −2t+ 1;R = xz + y = (2t+ 1)(−3t+ 2) + 2t− 1 = −6t2 + 3t+ 1:Ôü�å áðü �ïí �ýðï (6:1− 10) ðñïêýð�åé
∫AB F · d r =

1∫

0

[Px′(t) +Qy′(t) +Rz′(t)] d t;
=

1∫

0




(2t+ 1) ·

(4)
︷︸︸︷

2 +(−2t+ 1) ·

(5)
︷︸︸︷

2 +
(

−6t2 + 3t+ 1
)

·

(6)
︷ ︸︸ ︷

(−3)




 d t

= t− 9t2
2

+ 6t3∣∣∣∣
∣

1

0

=
5

2
:�áñÜäåéãìá 6.1 - 2¼ìïéá �ï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá ∫C F · d r, ü�áíF = (x− y) i+ (x+ y) jêáé C ç ðåñéöÝñåéá �ïõ ìïíáäéáßïõ êýêëïõ ìå êÝí�ñï (0; 0), ü�áí ç ðåñéöÝñåéáäéáãñÜöå�áé äåîéüó�ñïöá, äçëáäÞ áí�ßèå�ç �çò êßíçóçò �ùí äåéê�þí �ïõ ñïëïãéïý.Ëýóç. Óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (6:1 − 14) ç ðåñéöÝñåéá Ý÷åé �çí ðáñáêÜ�ùðáñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç (R = 1)x(t) = cos t êáé (1)y(t) = sin t ìå t ∈ [0; 2�); (2)ïðü�å x′(t) = − sin t êáé (3)y′(t) = cos t: (4)



Éäéü�ç�åò åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìá�ïò 9Ôï äéáíõóìá�éêü ðåäßï ãñÜöå�áéF = (x− y) i+ (x+ y) j = P (x; y) i +Q(x; y) j:¢ñá óýìöùíá ìå �éò (1) êáé (2) ðñïêýð�åé ü�éP = x− y = cos t− sin t;Q = x+ y = cos t+ sin t:Ôü�å áðü �ïí �ýðï (6:1 − 11) Ý÷ïõìå
∮ F · d r =

2�∫
0

[Px′(t) +Qy′(t)] d t
=

2�∫
0




(cos t− sin t) · (3)

︷ ︸︸ ︷

(− sin t)+ (cos t+ sin t) · (4)
︷︸︸︷

cos t d t
=

2�∫
0

d t = 2�:
6.2 Éäéü�ç�åò åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìá�ïòÔá åðéêáìðýëéá ïëïêëçñþìá�á Ý÷ïõí éäéü�ç�åò áíÜëïãåò ìå åêåßíåò �ùí Þäçãíùó�þí ïëïêëçñùìÜ�ùí. Ïé âáóéêü�åñåò áðü áõ�Ýò åßíáé:i) ∫C (êF+ ëG) · dr = ê ∫C F · dr+ ë ∫C G · dr; ê; ë ∈ ℜ (ãñáììéêÞ),ii) ∫C F · dr = ∫C1

F · dr+ ∫C2

F · drðïõ åßíáé ãíùó�Þ óáí ç ðñïóèå�éêÞ éäéü�ç�á �çò C, üðïõ C1 êáé C2åßíáé äýï �üîá �çò C, �Ý�ïéá þó�å �ï ÜèñïéóìÜ �ïõò íá åßíáé ç C êáéíá äéáãñÜöïí�áé áðü �ï ßäéï äéÜíõóìá r(t) ðïõ äéáãñÜöå�áé êáé ç C,iii) ∫

−C F · dr = −

∫C F · dr,äçëáäÞ �ï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá ðáñáìÝíåé áìå�Üâëç�ï óå ìßá áëëáãÞ



10 Åðéêáìðýëéá Ïëïêëçñþìá�á Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�çò ðáñáìÝ�ñïõ, ðïõ äéá�çñåß �ïí ðñïóáíá�ïëéóìü �çò C êáé áëëÜæåéðñüóçìï, ü�áí ç áëëáãÞ áõ�Þ áí�éó�ñÝøåé �ïí ðñïóáíá�ïëéóìü. Çéäéü�ç�á áõ�Þ åêöñÜæåé �çí áíåîáñ�çóßá �ïõ åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìá�ïòáðü �çí åêëïãÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ.6.3 Ó÷Ýóç åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìá�ïò êáé êëßóçòÔï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá ∫C F · d r äåí åßíáé ãåíéêÜ áíåîÜñ�ç�ï áðü �ïäñüìï �çò ïëïêëÞñùóçò C, äçëáäÞ, áí õðï�åèåß ü�é ç C Ý÷åé áñ÷Þ �ï óçìåßïA êáé �Ýëïò �ï B, �ü�å ç �éìÞ �ïõ, ü�áí ï äñüìïò åßíáé �ï åõèýãñáììï�ìÞìá AB, åßíáé äéáöïñå�éêÞ åêåßíçò ðïõ ï äñüìïò åßíáé ìéá ïðïéáäÞðï�åÜëëç êáìðýëç ìå áñ÷Þ �ï A êáé �Ýëïò �ï B.Ôá ðáñáðÜíù äåí éó÷ýïõí êáé �ï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá Ý÷åé �çí ßäéá�éìÞ áíåîÜñ�ç�á �ïõ �ñüðïõ äéáãñáöÞò �çò C áðü �ï A ó�ï B, ìüíïí ü�áí�ï äéáíõóìá�éêü ðåäßï F åßíáé óõí�çñïýìåíï7. Ó÷å�éêÜ áðïäåéêíýå�áé �ïðáñáêÜ�ù èåþñçìá.8Èåþñçìá 6.3 - 1 (áíåîáñ�çóßáò åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìá�ïò). ¸ó�ùF = ∇ö, üðïõ ö âáèìù�Þ óõíÜñ�çóç �çò ïðïßáò õðÜñ÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí ïéðñþ�çò �Üîçò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé êáé åßíáé óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò. Ôü�å �ïåðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá
∫C F · d r; (6.3 - 1)ü�áí C ç êáìðýëç áðü �ï óçìåßï A (x1; y1; z1) ó�ï B (x2; y2; z2) �ïõ ðåäßïõ,åßíáé áíåîÜñ�ç�ï áðü �ï äñüìï �çò ïëïêëÞñùóçò êáé áí�ßó�ñïöá, áí �ïåðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá (6:3−1) åßíáé áíåîÜñ�ç�ï áðü �ï äñüìï �çò ïëïêëÞ-ñùóçò, �ü�å õðÜñ÷åé ìßá âáèìù�Þ óõíÜñ�çóç, Ýó�ù ö, Ý�óé þó�å F = ∇ö.�áñÜäåéãìá 6.3 - 1¸ó�ù �ï äéáíõóìá�éêü ðåäßï (Ó÷. 6.3 - 1a)F = 2x y i+ (x2 + 2 y2) j:Äåßî�å ü�é7ÂëÝðå ÌÜèçìá 5 �áñÜãñáöïò 5.4.1.8ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé âéâëßï Á. ÌðñÜ�óïò [1℄ Êåö. 4.



Ó÷Ýóç åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìá�ïò êáé êëßóçò 11i) �ï ðåäßï F åßíáé óõí�çñïýìåíï.ii) Íá õðïëïãéó�åß �ï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá ∫C F ·d r, ü�áí C ï äñüìïòïëïêëÞñùóçò áðü �ï óçìåßï A(0;−1) ó�ï B(1; 2).Ëýóç.i) Áñêåß íá äåé÷èåß9 ü�é ∇× F = 0. ÁíF = 2x y i+ (x2 + 2 y2) j+ 0k
(õðï÷ñåù�éêÜ ç óõíéó�þóá ðïõ ëåßðåé ßóç ìå ìçäÝí)

= P (x; y; z) i+Q(x; y; z) j +R(x; y; z)k;�ü�å P = 2x y; Q = x2 + 2 y2 êáé R = 0: (1)ÅðïìÝíùò
∇× F =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k��x ��y ��zP Q R ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k��x ��y ��z
2x y x2 + 2 y2 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (0−Qz) i+ (Pz − 0) j+ (Qx − Py)k = 0:Ôü�å áðü �ï Èåþñçìá 7.7-110 ðñïêýð�åé ü�é �ï ðåäßïF åßíáé óõí�çñïýìåíï,äçëáäÞ F = ∇ö, üðïõ ö �ï äõíáìéêü.ii) Óýìöùíá ìå �çí (i), áíF = P i+Q j = ∇ö = öx i+ öy j+ öz k;�ü�å áðü �çí (1) ðñïêýð�åé ü�éöx = P = 2x y öy = Q = x2 + 3 y2 êáé öz = R = 0:9ÂëÝðå ÌÜèçìá 5, Èåþñçìá 5.7-1: ¸íá äéáíõóìá�éêü ðåäßï åßíáé áó�ñüâéëï, ü�áí åßíáéóõí�çñïýìåíï êáé áí�ßó�ñïöá.10ÂëÝðå õðïóçìåßùóç 9.



12 Åðéêáìðýëéá Ïëïêëçñþìá�á Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�éá íá ðñïóäéïñéó�åß �ï äõíáìéêü ö, ðñÝðåé íá ïëïêëçñùèïýí ïé ðáñáðÜíùó÷Ýóåéò. Áõ�ü ãßíå�áé ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ïëéêïý äéáöïñéêïý �çò ö ùòåîÞò: dö = öx dx+ öy dy
= 2x y dx+

(x2 + 3 y2) dy
= dx (x2y) + dy (x2y + y3)
= dx(x2y + dx(y3)=0

︷︸︸︷y3 ) + dy (x2y + y3)
= d (x2y + y3) :¢ñá �ï äõíáìéêü �ïõ ðåäßïõ åßíáé�(x; y) = x2y + y3 + ;ü�áí  ó�áèåñÜ (Ó÷. 6.3 - 1b), ïðü�å óýìöùíá ìå �ï Èåþñçìá 6.3 - 1Ý÷ïõìå

∫C F · d r = B(1;2)∫A(0;−1)

dö = ö (1; 2) − ö (0;−1) = 11:
�áñÜäåéãìá 6.3 - 2¼ìïéá �ï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá ∫C F · d r, ü�áíF = 3x2z i+ z2 j+ (x3 + 2 y z) k:êáé C ï äñüìïò ïëïêëÞñùóçò áðü �ï óçìåßï A(−1; 1; 2) ó�ï B(1; 2; 4).Ëýóç. Áí F = 3x2z i+ z2 j+ (x3 + 2 y z) k

= P (x; y; z) i +Q(x; y; z) j +R(x; y; z)k;
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(a) (b)Ó÷Þìá 6.3 - 1: (a) �ï äéáíõóìá�éêü ðåäßï F = 2x y i + (x2 + 2 y2) j êáé �áóçìåßá A(0;−1), B(1; 2) êáé (b) �ï äõíáìéêü �(x; y) = x2y + y3.�ü�å P = 3x2z; Q = z2 êáé R = x3 + 2 y z: (2)ÅðïìÝíùò
∇× F =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k��x ��y ��zP Q R ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k��x ��y ��z
3x2z z2 x3 + 2 y z ∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (Ry −Qz) i+ (Pz −Rx) j+ (Qx − Py)k = 0:¢ñá üìïéá óýìöùíá ìå �ï ãíùó�ü Èåþñçìá 5.7-1 �ï ðåäßïF åßíáé óõí�çñïýìåíï,ïðü�å, áí F = P i+Q j+Rk = ∇ö = öx i+ öy j+ öz k;�ü�å óýìöùíá ìå �ç (2) åßíáéöx = 3x2z; öy = z2 êáé öz = x3 + 2 y z:�éá íá ðñïóäéïñéó�åß �ï äõíáìéêü ö, ðñÝðåé íá ïëïêëçñùèïýí ïé ðáñáðÜíùó÷Ýóåéò. Ôü�å áðü �ï ïëéêü äéáöïñéêü �çò ö Ý÷ïõìådö = öx dx+ öy dy + öz dz
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= 3x2z dx+ z2 dy + (x3 + 2 y z) dz
= dx (x3z)+ dy (y z2)+ dz (x3z + y2z)
= dx(x3z + dx(y2z)=0

︷︸︸︷y2z ) + dy(y z2 + dy(x3z)=0
︷︸︸︷x3z ) + dz (x3z + y2z)

= d (x3z + y2z) :¢ñá �ï äõíáìéêü �ïõ ðåäßïõ åßíáé �(x; y; z) = x3z + y2z + , ü�áí ó�áèåñÜ, ïðü�å óýìöùíá ìå �ï Èåþñçìá 6.3 - 1 Ý÷ïõìå
∫C F · d r = B(1;2;4)∫A(−1;1;2) dö = ö (1; 2; 4) − ö (−1; 1; 2) = 6:

ÁóêÞóåéò1. Áöïý ðñþ�á äåé÷èåß ü�é �á ðáñáêÜ�ù ðåäßá åßíáé óõí�çñïýìåíá, ó�çóõíÝ÷åéá íá õðïëïãéó�åß �ï Ýñãï ðïõ ðáñÜãå�áé êá�Ü �ç ìå�á�üðéóç õëéêïýóçìåßïõ, ü�áí:11i) F = y4z2 i+ 4xy3z2 j+ 2xy4z k áðü �ï óçìåßï (−1; 2; 4) ó�ï (3; 2; 2),ii) F = (y i+ x j) exy áðü �ï (1; 0) ó�ï (2; 2),iii) F =
(

4xy − 3x2z2) i+ 2x2 j− 2x3z k áðü �ï (0; 1; 1) ó�ï (2; 2; 4),iv) F = (2x cos y + z sin y) i+ (xz cos y − x2 sin y) j+ x sin y káðü �ï (1; �; 3) ó�ï (−1; 0; 1),v) F =
(y2z3 cos x− 4x3z) i+ 2yz3 sin x j+ (

3y2z2 sin x− x4) káðü �ï (�=2; 1; 1) ó�ï (�; 3; 3).2. Íá ðñïóäéïñéó�åß �ï äõíáìéêü �ùí ðåäßùí:i) E = r r ii) E = r2 r,11Ôï áí�ßó�ïé÷ï äõíáìéêü åßíáé:
(i)xy4z2, (ii) exy, (iii) 2x2y − x3z2, (iv)x2 cos y + xz sin y, (v) y2z3 sin x− x4z.



Ó÷Ýóç åðéêáìðýëéïõ ïëïêëçñþìá�ïò êáé êëßóçò 15ü�áí r äéÜíõóìá èÝóçò. Ó�ç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéó�åß �ï ïëïêëÞñùìá ∫C E ·dr, ü�áí C �ï Üíù �ìÞìá �çò ðåñéöÝñåéáò x2 + y2 = 4.
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