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Άσκηση 1. ´Εστω A “
„
1 2 3
0 ´1 2


, B “

„
1 1 1
4 5 6


PM2ˆ3. Να βρεθούν οι μήτρες: ´2A, A ` B,

Bt, ABt και BtA.

Λύση.

´2A “ ´2

„
1 2 3
0 ´1 2


“
„

´2 ´4 ´6
0 2 ´4



A ` B “
„
1 2 3
0 ´1 2


`
„
1 1 1
4 5 6


“
„
2 3 4
4 4 8



Bt “
„
2 3 4
4 4 8

t

“

»
–
2 4
3 4
4 8

fi
fl PM3ˆ2

ABt “
„
1 2 3
0 ´1 2

»
–
2 4
3 4
4 8

fi
fl

“
„

1 ¨ 2 ` 2 ¨ 3 ` 3 ¨ 4 1 ¨ 4 ` 1 ¨ 4 ` 3 ¨ 8
0 ¨ 2 ` p´1q ¨ 3 ` 2 ¨ 4 0 ¨ 4 ` p´1q ¨ 4 ` 2 ¨ 8



“
„
20 36
5 12


PM2ˆ2

BtA “

»
–
2 4
3 4
4 8

fi
fl
„
1 2 3
0 ´1 2



“

»
–
2 ¨ 1 ` 4 ¨ 0 2 ¨ 2 ` 4 ¨ p´1q 2 ¨ 3 ` 4 ¨ 2
3 ¨ 1 ` 4 ¨ 0 3 ¨ 2 ` 4 ¨ p´1q 3 ¨ 3 ` 4 ¨ 2
4 ¨ 1 ` 8 ¨ 0 4 ¨ 2 ` 8 ¨ p´1q 4 ¨ 3 ` 8 ¨ 2

fi
fl

“

»
–
2 0 14
3 2 17
4 0 28

fi
fl PM3ˆ3. �

Παρατήρηση: Οι μήτρες δεν είναι μόνο μια δομή αποθήκευσης πληροφορίας, αλλά μπορούν να

χρησιμοποιηθούν για να μοντελοποίησουν και να λύσουν πολλές κατηγορίες προβλημάτων.

Άσκηση 2. Να λυθεί το σύστημα

x ` y ` z “ 3

2x ´ y ` 3z “ 4

x ` 2y ´ 2z “ 1

Λύση. Αν τεθεί

A “

»
–
1 1 1
2 ´1 3
1 2 ´2

fi
fl , X “

»
–

x

y

z

fi
fl και B “

»
–
3
4
1

fi
fl

τότε το σύστημα είναι ισοδύναμο με την εξίσωση μητρών

AX “ B.
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Πράγματι,

»
–
1 1 1
2 ´1 3
1 2 ´2

fi
fl
»
–

x

y

z

fi
fl “

»
–
3
4
1

fi
fl ô

»
–

1 ¨ x ` 1 ¨ y ` 1 ¨ z

2 ¨ x ` p´1q ¨ y ` 3 ¨ z

1 ¨ x ` 2 ¨ x ` p´2q ¨ z

fi
fl “

»
–
3
4
1

fi
fl ô

»
–

x ` y ` z

2x ´ y ` 3z

x ` 2y ´ 2z

fi
fl “

»
–
3
4
1

fi
fl .

Από την τελευταία ισότητα μητρών το αρχικό σύστημα των τριών εξισώσεων. Αν πολλαπλα-

σιάσουμε την εξίσωση AX “ B από τα αριστερά με τη μήτρα

C “ ´ 1

8

»
–

4 ´4 ´4
´7 3 1
´5 1 3

fi
fl

έχουμε ότι

´ 1

8

»
–

4 ´4 ´4
´7 3 1
´5 1 3

fi
fl
»
–
1 1 1
2 ´1 3
1 2 ´2

fi
fl
»
–

x

y

z

fi
fl “ ´ 1

8

»
–

4 ´4 ´4
´7 3 1
´5 1 3

fi
fl
»
–
3
4
1

fi
fl ô

´ 1

8

»
–

´8 0 0
0 ´8 0
0 0 ´8

fi
fl
»
–

x

y

z

fi
fl “ ´ 1

8

»
–

´8
´8
´8

fi
fl ô

»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl
»
–

x

y

z

fi
fl “

»
–
1
1
1

fi
fl ô

»
–

x

y

z

fi
fl “

»
–
1
1
1

fi
fl

Άρα, x “ y “ z “ 1. �

Άσκηση 3. Να βρεθούν, αν υπάρχουν, οι αντίστροφες των παρακάτω μητρών:

i) A1 “

»
–

1 2 1
´2 ´6 3
1 2 3

fi
fl.

ii) A2 “

»
–

1 a 3
´2 b a

0 1 2

fi
fl, a, b P R.

Λύση.

i) Η μήτρα A1 αντιστρέφεται ανν η ορίζουσά της είναι μη μηδενική.

Για τον υπολογισμό της ορίζουσας της A1 χρησιμοποιούμε τις ιδιότητες των οριζουσών καθώς

και τον τύπο του αναπτύγματος. Είναι

|A1| “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1
´2 ´6 3
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R3 Ñ R3 ´ R1“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1
´2 ´6 3
0 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Στη συνέχεια αναπτύσσουμε κατά τα στοιχεία της 3ης γραμμής και προκύπτει ότι

|A1| “ 0 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1
´2 ´6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 0 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1
´2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2
´2 ´6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2 ¨ p1 ¨ p´6q ´ p´2q ¨ 2q “ ´4 , 0.
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Άρα, η μήτρα A1 αντιστρέφεται.

Για τον υπολογισμό της αντίστροφής της, χρησιμοποιούμε στοιχειώδεις μετασχηματισμούς

γραμμών και μετασχηματίζουμε τη μήτρα A1 στη μήτρα I3 (ταυτόχρονα μετασχηματίζουμε τη

μήτρα I3, εφαρμόζοντας τους ίδιους μετασχηματισμούς, και προκύπτει η αντίστροφη της A1).

»
–

1 2 1
´2 ´6 3
1 2 3

fi
fl
»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl

R2 Ñ R2 ` 2R1

R3 Ñ R3 ´ R1“

»
–
1 2 1
0 ´2 5
0 0 2

fi
fl
»
–

1 0 0
2 1 0

´1 0 1

fi
fl

R2 Ñ ´ 1

2
R2

“

»
–
1 2 1
0 1 ´5{2
0 0 2

fi
fl
»
–

1 0 0
´1 ´1{2 0
´1 0 1

fi
fl R1 Ñ R1 ´ 2R2“

»
–
1 0 6
0 1 ´5{2
0 0 2

fi
fl
»
–

3 1 0
´1 ´1{2 0
´1 0 1

fi
fl

R3 Ñ 1

2
R3

“

»
–
1 0 6
0 1 ´5{2
0 0 1

fi
fl
»
–

3 1 0
´1 ´1{2 0

´1{2 0 1{2

fi
fl

R1 Ñ R1 ´ 6R3

R2 Ñ R2 ` 5

2
R3

“

»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl
»
–

6 1 ´3
´9{4 ´1{2 5{4
´1{2 0 1{2

fi
fl

Άρα, A´1
1

“

»
–

6 1 ´3
´9{4 ´1{2 5{4
´1{2 0 1{2

fi
fl.

Μπορούμε να επαληθεύσουμε ότι το αποτέλεσμα που βρήκαμε είναι σωστό πολλαπλασιάζο-

ντας τις δύο μήτρες:

»
–

1 2 1
´2 ´6 3
1 2 3

fi
fl ¨

»
–

6 1 ´3
´9{4 ´1{2 5{4
´1{2 0 1{2

fi
fl

“

»
–

1 ¨ 6 ` 2 ¨ p´ 9

4
q ` 1 ¨ p´ 1

2
q 1 ¨ 1 ` 2 ¨ p´ 1

2
q ` 1 ¨ 0 1 ¨ p´3q ` 2 ¨ 5

4
` 1 ¨ 1

2

p´2q ¨ 6 ` p´6q ¨ p´ 9
4
q ` 3 ¨ p´ 1

2
q p´2q ¨ 1 ` p´6q ¨ p´ 1

2
q ` 3 ¨ 0 p´2q ¨ p´3q ` p´6q ¨ 5

4
` 3 ¨ p1{2q

1 ¨ 6 ` 2 ¨ p´ 9

4
q ` 3 ¨ p´ 1

2
q 1 ¨ 1 ` 2 ¨ p´ 1

2
q ` 3 ¨ 0 1 ¨ p´3q ` 2 ¨ 5

4
` 3 ¨ 1

2

fi
fl

“

»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl .

Υπενθυμίζουμε ότι για την εύρεση της αντίστροφης μιας μήτρας δεν είναι υποχρεωτική η

χρήση του κριτηρίου της ορίζουσας. Αν η μήτρα δεν αντιστρέφεται αυτό ϑα προκύψει κατά τη

διαδικασία μετατροπής της σε ανηγμένη κλιμακωτή, όπου ϑα εμφανισθούν μηδενικές γραμμές.

ii) Η εύρεση της αντίστροφης της μήτρας A2 παρουσιάζει τη δυσκολία ότι δεν γνωρίζουμε ποιες

είναι οι τιμές των a, b.

Εδώ το κριτήριο της ορίζουσας είναι ιδιαίτερα χρήσιμο, αλλά η διαδικασία μπορεί να γίνει

και χωρίς αυτό, όπως παρουσιάζεται παρακάτω:

»
–

1 a 3
´2 b a

0 1 2

fi
fl
»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl R2 Ñ R2 ` 2R1“

»
–
1 a 3
0 b ` 2a a ` 6
0 1 2

fi
fl
»
–
1 0 0
2 1 0
0 0 1

fi
fl .

Επειδή δεν γνωρίζουμε αν b ` 2a , 0 δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε τον στοιχειώδη μετα-

σχηματισμό R2 Ñ 1

b`2a
R2 χωρίς να πάρουμε περιπτώσεις. Για το συγκεκριμένο παράδειγμα
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όμως μπορούμε να εναλλάξουμε τις γραμμές 2 και 3 και να συνεχίσουμε τη διαδικασία χωρίς

περιπτώσεις:

R2 Ø R3“

»
–
1 a 3
0 1 2
0 b ` 2a a ` 6

fi
fl
»
–
1 0 0
0 0 1
2 1 0

fi
fl

R1 Ñ R1 ´ aR2

R3 Ñ R3 ´ pb ` 2aqR2“

»
–
1 0 3 ´ 2a

0 1 2
0 0 a ` 6 ´ 2pb ` 2aq

fi
fl
»
–
1 0 ´a

0 0 1
2 1 ´b ´ 2a

fi
fl “

»
–
1 0 3 ´ 2a

0 1 2
0 0 6 ´ 2b ´ 3a

fi
fl
»
–
1 0 ´a

0 0 1
2 1 ´b ´ 2a

fi
fl

Τώρα, προκειμένου να συνεχίσουμε πρέπει οπωσδήποτε να διακρίνουμε περιπτώσεις:

Αν 6 ´ 2b ´ 3a “ 0, ή ισοδύναμα b “ 3 ´ 3

2
a τότε η μήτρα A2 δεν αντιστρέφεται, αφού είναι

R-ισοδύναμη με τη μήτρα »
–
1 0 3 ´ 2a

0 1 2
0 0 0

fi
fl

η οποία περιέχει μηδενική γραμμή.

Αν 6 ´ 2b ´ 3a , 0 τότε έχουμε ότι

»
–
1 0 3 ´ 2a

0 1 2
0 0 6 ´ 2b ´ 3a

fi
fl
»
–
1 0 ´a

0 0 1
2 1 ´b ´ 2a

fi
fl

R3 Ñ 1

6 ´ 2b ´ 3a
R3

“

»
–
1 0 3 ´ 2a

0 1 2
0 0 1

fi
fl
»
–

1 0 ´a

0 0 1
2

6´2b´3a
1

6´2b´3a

´b´2a

6´2b´3a

fi
fl

R1 Ñ R1 ´ p3 ´ 2aqR3

R2 Ñ R2 ´ 2R3“

»
–
1 0 0
0 1 0
0 0 1

fi
fl
»
–

a´2b

6´2b´3a
´ 3´2a

6´2b´3a
´ a2´3b

6´2b´3a

´ 4

6´2b´3a
´ 2

6´2b´3a

a`6

6´2b´3a
2

6´2b´3a
1

6´2b´3a

´b´2a

6´2b´3a

fi
fl .

Άρα, αν 6 ´ 2b ´ 3a , 0 τότε

A´1
2

“

»
–

a´2b

6´2b´3a
´ 3´2a

6´2b´3a
´ a2´3b

6´2b´3a

´ 4
6´2b´3a

´ 2
6´2b´3a

a`6

6´2b´3a
2

6´2b´3a
1

6´2b´3a

´b´2a

6´2b´3a

fi
fl “ 1

6 ´ 2b ´ 3a

»
–

a ´ 2b 2a ´ 3 3b ´ a2

´4 ´2 a ` 6
2 1 ´b ´ 2a

fi
fl .

Ας δούμε, τώρα, τι πληροφορίες μας παρέχει το κριτήριο της ορίζουσας για τη μήτρα A2

(αναπτύσσοντάς κατά τα στοιχεία της τρίτης γραμμής)

|A2| “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a 3
´2 b a

0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´1 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3
´2 a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 a

´2 b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´1 ¨ pa ` 6q ` 2pb ` 2aq “ 2b ` 3a ´ 6

Άρα, επιβεβαιώνουμε και πάλι ότι η μήτρα A2 αντιστρέφεται αν και μόνο αν 2b ` 3a ´ 6 , 0.
Με τη βοήθεια αυτού του κριτηρίου, γνωρίζουμε εξ αρχής ποιες περιπτώσεις πρέπει να

διακρίνουμε κατά τη διαδικασία μετατροπής της A2 σε ανηγμένη κλιμακωτή μήτρα. �
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ΜΗΤΡΕΣ

67



1. (Αντιστροφή μήτρας) Να βρεθούν, αν υπάρ-

χουν, οι αντίστροφες των παρακάτω μη-

τρών:

i) A1 “

»
–
1 2 3
4 4 4
3 2 1

fi
fl.

ii) A2 “

»
–
1 4 3
2 4 2
3 4 1

fi
fl.

iii) A3 “

»
–

1 1 1
5 4 3
10 5 1

fi
fl.

iv) A4 “

»
–
1 2 2
2 3 2
2 2 1

fi
fl.

v) A5 “

»
–
1 2 a

1 3 2a

1 4 3a

fi
fl, a P R.

vi) A6 “

»
–
1 2 a

1 3 a

1 4 0

fi
fl, a P R.

vii) A7 “

»
——–

12 0 9 8
0 12 ´8 9

´9 8 12 0
´8 ´9 0 12

fi
ffiffifl.

viii) A8 “

»
——–

8 5 2 0
24 17 7 0

´32 10 6 0
16 14 10 1

fi
ffiffifl.

ix) A8 “

»
——–

18 ´38 7 ´37
7 21 ´26 ´28
73 81 17 ´49
19 ´43 ´49 ´47

fi
ffiffifl.

2. (Μήτρες Hilbert) Να βρεθούν οι αντίστρο-

φες των παρακάτω μητρών, που ονομάζο-

νται μήτρες Hilbert.

H2 “
«

1
1

1
2

1

2

1

3

ff
, H3 “

»
—–

1

1

1

2

1

3

1

2

1

3

1

4

1
3

1
4

1
5

fi
ffifl,

H4 “

»
————–

1
1

1
2

1
3

1
4

1

2

1

3

1

4

1

5

1

3

1

4

1

5

1

6

1
4

1
5

1
6

1
7

fi
ffiffiffiffifl
.

3. (Δυνάμεις μήτρας) Να βρεθούν οι μήτρες

Bn, όπου n P N˚ σε κάθε μια από τις πα-

ρακάτω περιπτώσεις:

i) B1 “
„
1 0
1 1


.

ii) B2 “
„
2 a

0 1


.

iii) B3 “
„
2 1
0 3


.

iv) B4 “
„
0 ´a

a 0


.

v) B5 “

»
–
0 0 1
0 1 0
1 0 0

fi
fl.

vi) B6 “

»
–
1 1 0
0 1 1
0 0 1

fi
fl.

vii) B7 “

»
–
1 2 0
0 1 2
0 0 1

fi
fl.

viii) B8 “

»
–
1 0 1
0 0 0
1 0 1

fi
fl.

ix) B9 “

»
–
1 1 1
1 1 1
1 1 1

fi
fl.

x) B10 “

»
–

´5 ´5 ´5
´5 ´5 ´5
´5 ´5 ´5

fi
fl.

xi) B11 “

»
–
0 0 0
1 0 1
0 0 1

fi
fl.

xii) B12 “

»
–
1 1 2
0 1 3
0 0 0

fi
fl.

Σε κάθε περίπτωση, η εικασία σας να α-

ποδειχθεί χρησιμοποιώντας μαθηματική ε-

παγωγή.

4. (Μήτρα στροφής) Αν A “
„

cos a ´ sin a

sin a cos a



να δειχθεί ότι

An “
„

cos na ´ sin na

sin na cos na


,

για κάθε n P N˚.
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5. (Ειδικές μήτρες)

i) Αν A, B P Mn με AB “ BA “ On, να

δειχθεί ότι pA`Bqν “ Aν`Bν, για κάθε

ν P N˚.

ii) Αν A “

»
–
1 0 1
0 0 0
1 0 1

fi
fl, B “

»
–

1 1 ´1
1 1 ´1

´1 ´1 1

fi
fl

και C “

»
–
2 1 0
1 1 ´1
0 ´1 2

fi
fl, να υπολογι-

σθούν οι μήτρες Aν, Bν και Cν, για κά-

ϑε ν P N˚.

6. (Διαγώνιες μήτρες) ´Εστω A, B διαγώνιες μή-

τρες με A “ rai js P Mnˆn και B “ rbi js P
Mnˆn.

i) Να δειχθεί ότι At “ A.

ii) Να δειχθεί ότι αν An “ rci js τότε ci j “
an

i j
.

iii) Να εξετασθεί πότε η A αντιστρέφεται

και να βρεθούν τα στοιχεία ci j της A´1.

iv) Να δειχθεί ότι οι μήτρες A ` B, A ´ B,

AB είναι επίσης διαγώνιες μήτρες.

7. (Αντιμετάθεση μητρών) ´Εστω A, B P Mn.

Σε ποια περίπτωση ισχύει η ταυτότητα pA`
Bq2 “ A2 ` 2AB ` B2;

Επίσης, πότε ισχύει η ταυτότητα A2´ B2 “
pA ` BqpA ´ Bq;

8. (Αντιμετάθεση μητρών) ´Εστω A, B,C PMn.

Αν AC “ CA και BC “ CB να δειχθεί ότι

CpAB ` BAq “ pAB ` BAqC.

9. (Αντιμετάθεση μητρών) ´Εστω A, B,C,D P
Mn. Αν ABCD “ I να δειχθεί ότι

ABCD “ DABC “ CDAB “ BCDA “ I.

10. (Πράξεις μητρών) ´Εστω A, B,C μήτρες τύ-

που n ˆ n. Ορίζουμε A ˚ B “ AB ´ BA.

Να δειχθεί ότι A ˚ A “ On και

pA ˚ Bq ˚ C ` pB ˚ Cq ˚ A ` pC ˚ Aq ˚ B “ On.

11. (Ορθογώνια μήτρα) Να εξετασθεί αν η μή-

τρα

A “

»
——–

1 1 1 1
1 1 ´1 ´1
1 ´1 1 ´1

´1 1 1 ´1

fi
ffiffifl

είναι ορθογώνια.

12. (Ορθογώνιες μήτρες) ´Εστω A, B,C PMn.

i) Να δειχθεί ότι αν η A είναι ορθογώνια

τότε και η μήτρα A´1 είναι ορθογώνια.

ii) Να δειχθεί ότι αν A, B είναι ορθογώ-

νιες τότε και η μήτρα AB είναι ορθο-

γώνια.

iii) Να δειχθεί ότι αν AB “ BA και C είναι

ορθογώνια, τότε οι μήτρες CtAC και

CtBC αντιμετατίθεται.

13. (Συμμετρικές μήτρες) Να βρεθεί ο μέγιστος

αριθμός διαφορετικών στοιχείων που μπο-

ρεί να έχει μια συμμετρική n ˆ n μήτρα A.

14. (Συμμετρικές μήτρες) ´Εστω A, B PMn.

i) Να δειχθεί ότι οι μήτρες AAt και AtA

είναι συμμετρικές.

ii) Να δειχθεί ότι αν η μήτρα A είναι συμ-

μετρική τότε και η μήτρα BtAB είναι

συμμετρική.

15. (´Ιχνος μήτρας) ´Εστω A, B PMn.

i) Να δειχθεί ότι trpA`Bq “ trpAq`trpBq
και trpABq “ trpBAq.

ii) Να δειχθεί ότι η εξίσωση AX´XA “ In

είναι αδύνατη.

16. (Εξισώσεις με μήτρες)

i) ´Εστω A1 “
„

a 0
a a


, όπου a , 0.

Να βρεθούν όλες οι μήτρες B ώστε

A1B “ BA1.

ii) ´Εστω A2 “
„

a b

b a


, όπου ab , 0.

Να βρεθούν όλες οι μήτρες B ώστε

A2B “ BA2.
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iii) ´Εστω A3 “
„

a a

b b


, όπου ab , 0.

Να βρεθούν όλες οι μήτρες B ώστε

A3B “ BA3.

iv) Να προσδιορισθούν όλες οι αδύναμες

μήτρες A4 “
„

a b

1 c


, όπου a, b, c P R.

v) Να βρεθούν, αν υπάρχουν, a, b, c P R
ώστε η μήτρα A5 “

„
a b

c 0


να είναι

ορθογώνια.

17. (Αντιπαραδείγματα)

i) Να δοθεί ένα παράδειγμα δύο μη δια-

γώνιων μητρών A, B για τις οποίες η

μήτρα AB είναι διαγώνια.

ii) Να δοθεί ένα παράδειγμα τριών μη-

τρών A, B,C για τις οποίες trpABCq ,
trpACBq.

iii) Να δοθεί ένα παράδειγμα μητρών A, B

τύπου 2 ˆ 2 ώστε AB “ O2 και BA ,

O2.

iv) Να δοθεί ένα παράδειγμα μη μηδενι-

κών μητρών A, B τύπου 2 ˆ 2 για τις

οποίες A ` B “ AB.

18. (Ειδικές μήτρες) ´Εστω A, B P Mn. Να δει-

χθεί ότι αν A ` B “ AB τότε

(i) pA ´ InqpB ´ Inq “ pB ´ InqpA ´ Inq,
(ii) AB “ BA.

19. (Αντιστρέψιμες μήτρες) ´Εστω A, B P Mn.

Να δειχθεί ότι αν η μήτρα AB είναι αντι-

στρέψιμη, τότε και οι μήτρες A, B είναι ε-

πίσης αντιστρέψιμες.

20. (Αντιστρέψιμες μήτρες) ´Εστω A PMn. Να

δειχθεί ότι αν η μήτρα A4 είναι αντιστρέψι-

μη, τότε και η μήτρα A είναι επίσης αντι-

στρέψιμη.

21. (Αδύναμες μήτρες) ´Εστω A P Mn και A ,

In. Να δειχθεί ότι αν A είναι αδύναμη, τότε

η A δεν αντιστρέφεται.

22. (Αυτοαντίστροφες μήτρες) ´Εστω A P Mn.

Η μήτρα A ονομάζεται αυτοαντίστροφη

αν A2 “ In.

(i) Να δειχθεί ότι αν η A είναι αδύναμη,

τότε η μήτρα 2A ´ In είναι αυτοαντί-

στροφη.

(ii) Να δειχθεί ότι αν η A είναι αυτοαντί-

στροφη, τότε η μήτρα pA ` Iq{2 είναι

αδύναμη.

23. (Αντιστρέψιμες μήτρες) ´Εστω A P Mn. Να

δειχθεί ότι αν υπάρχει k P N˚ ώστε Ak “
On, τότε η μήτρα A ` I είναι αντιστρέψιμη.

24. (Αντιστρέψιμες μήτρες) ´Εστω A P Mn με

A2 “ A ´ In. Να δειχθεί ότι οι μήτρες A και

A ´ 2In είναι αντιστρέψιμες.

25. (Αντιστρέψιμες μήτρες) ´Εστω A P Mn με

A2 ` 2A ´ 3In “ On.

(i) Να δειχθεί ότι οι μήτρες A, A`2I είναι

αντιστρέψιμες.

(ii) Να δειχθεί ότι η μήτρα A ´ kI είναι

αντιστρέψιμη για κάθε k , 1, 3.

26. (Αντιστρέψιμες μήτρες) ´Εστω A, B αντιστρέ-

ψιμες n ˆ n μήτρες. Να δειχθεί ότι

(i) pIn ´ B´1ABq´1 “ B´1pIn ´ AqB.

(ii) A´1 ` B´1 “ A´1pB ` AqB´1.

(iii) pA´1 ` B´1q´1 “ ApA ` Bq´1B.

27. (Συμμετρικές μήτρες) ´Εστω A P Mn. Να

δειχθεί ότι η μήτρα A`At είναι συμμετρική,

ενώ η μήτρα A ´ At είναι αντισυμμετρική.

28. (Ανάλυση μητρών σε άθροισμα) Να δειχθεί

ότι κάθε τετραγωνική μήτρα γράφεται με

μοναδικό τρόπο ως άθροισμα μιας συμμε-

τρικής και μιας στρεβλά συμμετρικής μή-

τρας.

29. (Άθροισματα στηλών και γραμμών) Να εξε-

τασθεί αν είναι δυνατό να κατασκευασθεί

μια n ˆ n μήτρα με τις παρακάτω ιδιότητες:

α) το άθροισμα των στοιχείων κάθε γραμ-

μής της να είναι ϑετικό.

β) το άθροισμα των στοιχείων κάθε στήλης

της να είναι αρνητικό.

30. (Πολυπλοκότητα πολλαπλασιασμού μητρών)
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i) Να υπολογισθεί ο αριθμός των πολλα-

πλασιασμών και των προσθέσεων που

πρέπει να κάνουμε για να υπολογί-

σουμε το γινόμενο μιας μήτρας A τύ-

που 1ˆ n με μια μήτρα B τύπου n ˆ 1.

ii) Να υπολογισθεί ο αριθμός των πολ-

λαπλασιασμών και των προσθέσεων

που πρέπει να κάνουμε για να υπο-

λογίσουμε το γινόμενο μιας μήτρας A

τύπου m ˆ n με μια μήτρα B τύπου

n ˆ k.

31. (Cayley ­ Hamilton για 2ˆ 2 μήτρες) ´Εστω

η μήτρα A “
„
2 ´1
1 2


.

i) Να δειχθεί ότι η A ικανοποιεί την εξί-

σωση A2 ´ 4A ` 5I “ O.

ii) Να δειχθεί ότι η μήτρα An (όπου n ě
2) μπορεί να γραφεί με την μορφή An “
anA ` bnI2.

iii) Να δειχθεί ότι an`1 “ 4an ` bn και

bn`1 “ ´5an.

iv) Να υπολογισθούν οι μήτρες A3, A4,

A5.

v) Να υπολογισθεί η μήτρα A´1.

32. (Τεχνάσματα μητρών) ´Εστω η μήτρα A “»
–

´2 10 3
0 1 0

´1 3 2

fi
fl.

(i) Να δειχθεί ότι για κάθε n P N˚ ισχύει

ότι

An`2 ´ An “ A2 ´ In.

(ii) Να βρεθεί η μήτρα A2016.

33. (LU-ανάλυση μήτρας) Να βρεθεί, αν υπάρ-

χει, μια LU-ανάλυση για τις παρακάτω μή-

τρες:

i) A1 “
„
1 3
2 4



ii) A2 “

»
–
6 12 18
5 26 35
3 14 25

fi
fl

iii) A3 “

»
–

´3 3 ´6
4 ´2 5

´2 6 ´10

fi
fl

iv) A4 “

»
–
1 2 0
3 6 ´1
1 2 1

fi
fl

v) A1 “

»
——–

3 0 1 2
2 3 0 1
1 2 3 0
0 1 2 3

fi
ffiffifl.

vi) A2 “

»
——–

0 1 2 3
3 0 1 2
2 3 0 1
1 2 3 0

fi
ffiffifl.

Σημείωση: Οι επόμενες ασκήσεις απαι-

τούν γνώσεις από το κεφάλαιο των αλγε-

βρικών δομών.

34. (Ορθογώνιες μήτρες) ´Εστω On το σύνολο

των ορθογωνίων μητρών. Να δειχθεί ότι

σύνολο On εφοδιασμένο με την πράξη του

πολλαπλασιασμού μητρών είναι ομάδα.

35. (Ομάδα Pauli) Να αποδειχθεί ότι το σύνο-

λο των επόμενων μητρών αποτελεί ομάδα

ως προς την πράξη του πολλαπλασιασμού

μητρών:

A “
„
1 0
0 1


, B “

„
0 1

´1 0


, C “

„
0 ´1
1 0


,

D “
„

´1 0
0 ´1


, E “

„
i 0
0 ´1


, F “

„
´i 0
0 i


,

G “
„
0 ´i

´i 0


, H “

„
0 i

i 0


.

η οποία ονομάζεται ομάδα του Pauli.
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