
Κεφάλαιο 2

Ορίζουσες

2.1 Βασικοί ορισμοί και συμβολισμοί

´Εστω

A “

»
———————–

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2 j ¨ ¨ ¨ a2n

...
...

. . .
...

. . .
...

ai1 ai2 ¨ ¨ ¨ ai j ¨ ¨ ¨ ain

...
...

. . .
...

. . .
...

an1 an2 ¨ ¨ ¨ an j ¨ ¨ ¨ ann

fi
ffiffiffiffiffiffiffifl

PMn.

Ορίζουσα της μήτρας A λέγεται το άθροισμα

ÿ

σPS n

εσa1σp1qa2σp2q ¨ ¨ ¨ anσpnq

όπου S n είναι το σύνολο των μεταθέσεων του rns και συμβολίζεται με detpAq ή DpAq ή |A|.

´Ετσι, η ορίζουσα της μήτρας A “

»
–

1 2 1
´1 2 3
0 1 2

fi
fl συμβολίζεται με detpAq, ή DpAq, ή

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 1
´1 2 3
0 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Αν A P Mn, η detpAq λέγεται ορίζουσα τάξης n. Προφανώς, στην περίπτωση όπου n “ 1 και

A “
“
a
‰
ορίζουμε detpAq “ a.

Το άθροισμα ÿ

σPS n

εσa1σp1qa2σp2q ¨ ¨ ¨ anσpnq

έχει n! προσθετέους, όσες και οι μεταθέσεις του S n.

Κάθε προσθετέος είναι γινόμενο n στοιχείων της μήτρας, που κάθε ένα είναι στοιχείο μιας μόνο

γραμμής και μιας μόνο στήλης.

Το εσ (ή sgnpσq) καθορίζει το πρόσημο κάθε προσθετέου, αφού

εσ “
#
1, αν η σ είναι άρτια.

´1, αν η σ είναι περιττή.

Υπενθυμίζουμε ότι μια μετάθεση λέγεται άρτια (αντ. περιττή) αν γράφεται ως γινόμενο άρτιου

(αντ. περιττού) πλήθος αντιμεταθέσεων. (Η ταυτοτική μετάθεση ϑεωρείται άρτια.)
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Παραδείγματα

1. ´Εστω

A “
„

a11 a12

a21 a22


.

Τότε

detpAq “
ÿ

σPS 2

εσa1σp1qa2σp2q.

Αλλά,

S 2 “ tσ1, σ2u
όπου

σ1 “
ˆ
1 2
1 2

˙
, σ2 “

ˆ
1 2
2 1

˙
.

Η (ταυτοτική) μετάθεση σ1 είναι άρτια, ενώ η σ2 “ p12q είναι περιττή. Επομένως, εσ1
“ 1 και

εσ2
“ ´1.

Άρα,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“
ÿ

σPS 2

εσa1σp1qa2σp2q “ εσ1
a1σ1p1qa2σ1p2q ` εσ2

a1σ2p1qa2σ2p2q

“ a11a22 ´ a12a21.

2. ´Εστω

A “

»
–

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

fi
fl .

Τότε

detpAq “
ÿ

σPS 3

εσa1σp1qa2σp2qa3σp3q.

Αλλά, S 3 “ tσ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6u όπου

σ1 “
ˆ
1 2 3
1 2 3

˙
(ταυτοτική) σ2 “

ˆ
1 2 3
1 3 2

˙
“ p23q,

σ3 “
ˆ
1 2 3
2 1 3

˙
“ p12q, σ4 “

ˆ
1 2 3
2 3 1

˙
“ p13qp12q,

σ5 “
ˆ
1 2 3
3 1 2

˙
“ p12qp13q, σ6 “

ˆ
1 2 3
3 2 1

˙
“ p13q,

και

εσ1
“ εσ4

“ εσ5
“ 1,

εσ2
“ εσ3

“ εσ6
“ ´1.

Άρα

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ a11a22a33 ` a12a23a31 ` a13a21a32 ´ a11a23a32 ´ a12a21a33 ´ a13a22a33.
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Παρατήρηση:

Σύμφωνα με τον ορισμό της ορίζουσας, η εύρεση της detpAq απαιτεί τον προσδιορισμό όλων

των μεταθέσεων του συνόλου S n, την εύρεση του εσ για κάθε σ P S n, την εύρεση των n! γινομένων

a1σp1qa2σp2q ¨ ¨ ¨ anσpnq και τέλος την εύρεση του αθροίσματος αυτών!

Στη συνέχεια ϑα αναπτύξουμε μια επιπλέον μέθοδο εύρεσης της ορίζουσας, λιγότερο περίπλοκη

και λιγότερο χρονοβόρα.

Με τη μέθοδο αυτή, η εύρεση της ορίζουσας n τάξης, ανάγεται στην εύρεση οριζουσών n ´ 1
τάξης.

2.2 Υπομήτρα μήτρας

´Εστω η μήτρα A “ rai js PMmˆnpFq, δηλαδή η απεικόνιση A : rms ˆ rns Ñ F, όπου F “ R ή C.

Θα λέμε υπομήτρα της μήτρας A κάθε περιορισμό της απεικόνισης A στο L ˆ K, όπου H ,

L Ď rms και H , K Ď rns.
Η παράσταση μιας υπομήτρας της μήτρας A προκύπτει με την διαγραφή κάποιων γραμμών

ή/και στηλών, από τις γραμμές ή/και τις στήλες της A.

Παράδειγμα: Αν

A “

»
–
2 3 4 0 2
1 3 ´1 1 ´4
2 ´1 3 ´2 5

fi
fl PM3ˆ5

τότε η μήτρα „
2 4
1 ´1



που προκύπτει με διαγραφή της γραμμής R3 και των στηλών C2, C4, C5 είναι υπομήτρα της A και

συμβολίζεται με A
1,3

1,2
. Εδώ L “ t1, 2u Ă r3s και K “ t1, 3u Ă r5s.

Προφανώς, τα L και K δείχνουν τις γραμμές και στήλες της A που δεν διαγράφονται (αν και

τελικά, συνήθως, χάνουν κάποια στοιχεία τους λόγω της διαγραφής άλλων στηλών και γραμμών).

Ονομάζουμε υποορίζουσα της detpAq οποιαδήποτε ορίζουσα μιας (προφανώς τετραγωνικής)

υπομήτρας της A.

2.3 Ανάπτυγμα ορίζουσας

´Εστω A “
“
ai j

‰
PMn, n ě 2. ´Εστω Mi j η pn ´ 1q ˆ pn ´ 1q υπομήτρα της A που προκύπτει με

διαγραφή της i γραμμής και j στήλης.

Η detpMi jq λέγεται ελάσσων ορίζουσα του στοιχείου ai j και συμβολίζεται με Di j.

Αλγεβρικό συμπλήρωμα Ai j του στοιχείου ai j ονομάζεται το γινόμενο

Ai j “ p´1qi` jDi j.

Παράδειγμα: ´Εστω η μήτρα

A “

»
————–

a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 a45

a51 a52 a53 a54 a55

fi
ffiffiffiffifl

PM5.
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Τότε

M13 “

»
——–

a21 a22 a24 a25

a31 a32 a34 a35

a41 a42 a44 a45

a51 a52 a54 a55

fi
ffiffifl PM4,

D13 “ detpM13q
και

A13 “ p´1q1`3D13 “ D13.

´Ομοια

M34 “

»
——–

a11 a12 a13 a15

a21 a22 a23 a25

a41 a42 a43 a45

a51 a52 a53 a55

fi
ffiffifl PM4,

D34 “ detpM34q
και

A34 “ p´1q3`4D34 “ ´D34.

Πρόταση 2.1. ´Εστω A “
“
ai j

‰
PMn. Τότε, για κάθε i, j P rns ισχύει ότι

detpAq “
nÿ

k“1

aikAik “ ai1Ai1 ` ai2Ai2 ` ¨ ¨ ¨ ` ainAin

καθώς επίσης και

detpAq “
nÿ

k“1

ak jAk j “ a1 jA1 j ` a2 jA2 j ` ¨ ¨ ¨ ` an jAn j.

Η πρώτη ισότητα λέγεται ανάπτυγμα της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της i γραμμής, ενώ

η δεύτερη λέγεται ανάπτυγμα της ορίζουσας κατά τα στοιχεία της j στήλης.

Παραδείγματα

1.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´1 2
3 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p´1qp´2q ´ 2 ¨ 3 “ 2 ´ 6 “ ´4.

2.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0
2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1 ¨ 1 ´ 0 ¨ 2 “ 1.

3.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 4
6 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 3 ¨ 8 ´ 4 ¨ 6 “ 0.

4.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 3
4 0 2

´1 2 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 2
2 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 1 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2
´1 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 3 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 0
´1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2 ¨ p0 ´ 4q ´ 1 ¨ p´4 ` 2q ` 3 ¨ p8 ´ 0q “ 18.

(Ανάπτυγμα κατά τα στοιχεία της πρώτης γραμμής.)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 3
4 0 2

´1 2 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´4 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3
2 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 0 ´ 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1
´1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´4p´1 ´ 6q ´ 2p4 ` 1q “ 18.

(Ανάπτυγμα κατά τα στοιχεία της δεύτερης γραμμής.)
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 1 3
4 0 2

´1 2 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´1 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2
´1 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 0 ´ 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3
4 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´1p´4 ` 2q ´ 2p4 ´ 12q “ 18.

(Ανάπτυγμα κατά τα στοιχεία της δεύτερης στήλης.)

5.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

5 6
8 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 6
7 9

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 3 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 5
7 8

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1 ¨ p45 ´ 48q ´ 2 ¨ p36 ´ 42q ` 3 ¨ p32 ´ 35q

“ ´3 ´ 2 ¨ p´6q ` 3 ¨ p´3q “ ´3 ` 12 ´ 9 “ 0.

(Ανάπτυγμα κατά τα στοιχεία της πρώτης γραμμής.)

6.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 3 2
2 0 2 3
0 2 2 3

´2 1 ´1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´2 ¨

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 3 2
2 2 3
1 ´1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 0 ´ 2 ¨

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 2
0 2 3

´2 1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 3 ¨

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3 3
0 2 2

´2 1 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´2 ¨
ˆ
3 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3
´1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 3 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3
1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

` 2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2
1 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

˙
´ 2 ¨

ˆ
2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 3
1 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 0 ` p´2q
∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2
2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

˙

` 3 ¨
ˆ
2 ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2
1 ´1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

´ 0 ` p´2q ¨
∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 3
2 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

˙

“ p´2q ¨ p3 ¨ 7 ´ 3 ¨ 1 ` 2 ¨ p´4qq ´ 2 ¨ p2 ¨ 1 ´ 2 ¨ 5q ` 3 ¨ p2 ¨ p´4q ´ 2 ¨ 0q
“ ´2 ¨ 10 ´ 2p´8q ` 3p´8q “ ´20 ` 16 ´ 24 “ ´28.

(Ανάπτυγμα της αρχικής 4 ˆ 4 ορίζουσας κατά τα στοιχεία της δεύτερης γραμμής και μετά,

ανάπτυγμα των τριών 3 ˆ 3 οριζουσών κατά τα στοιχεία της πρώτης γραμμής, της πρώτης

στήλης και της πρώτης στήλης αντίστοιχα.)

Πρόταση 2.2. ´Εστω A “ rai js PMn, p, q P rns και p , q. Τότε

ap1Aq1 ` ap2Aq2 ` ¨ ¨ ¨ ` apnAqn “ 0,

και

a1pA1q ` a2pA2q ` ¨ ¨ ¨ ` anpAnp “ 0.

2.3.1 Κανόνας του Sarrus

Για τον υπολογισμό των 3 ˆ 3 οριζουσών, μπορεί να χρησιμοποιηθεί και ο παρακάτω πρακτι-

κός τρόπος: Αντιγράφουμε τις δύο πρώτες στήλες μετά την ορίζουσα, και παίρνουμε τα γινόμενα

όπως δείχνει το παρακάτω σχήμα:

` ` `

´ ´ ´

a1 b1 c1 a1 b1

a2 b2 c2 a2 b2

a3 b3 c3 a3 b3

“ a1b2c3 ` b1c2a3 ` c1a2b3 ´ a3b2c1 ´ b3c2a1 ´ c3a2b1,

το οποίο είναι το ανάπτυγμα της 3 ˆ 3 ορίζουσας.
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Παράδειγμα:

2 3 1
´1 2 4
5 ´2 ´3

“

` ` `

´ ´ ´

2 3 1 2 3
´1 2 4 ´1 2
5 ´2 ´3 5 ´2

“ 2 ¨ 2 ¨ p´3q ` 3 ¨ 4 ¨ 5 ` 1 ¨ p´1qp´2q ´ 5 ¨ 2 ¨ 1 ´ p´2q ¨ 4 ¨ 2 ´ p´3qp´1q ¨ 3
“ ´12 ` 60 ` 2 ´ 10 ` 16 ´ 9 “ 47.

Παρατήρηση: Τονίζουμε ότι ο παραπάνω πρακτικός τρόπος, που ονομάζεται κανόνας του Sar­

rus, μπορεί να εφαρμοστεί μόνο για 3 ˆ 3 ορίζουσες.

2.4 Ιδιότητες των οριζουσών

´Εστω A “ rai js PMn. Ισχύουν οι επόμενες ιδιότητες.

(1) detpInq “ 1.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1.

(2) detpAq “ detpAtq.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 8 “

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 4 1
2 2 0
3 1 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

(3) Αν A1 είναι η μήτρα που προκύπτει από την A με εναλλαγή δύο γραμμών, τότε

detpA1q “ ´ detpAq.

Προφανής συνέπεια της ιδιότητας αυτής είναι ότι αν A1 είναι η μήτρα που προκύπτει από

την A με p διαδοχικές εναλλαγές γραμμών, τότε

detpA1q “ p´1qp detpAq.

Παραδείγματα
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2 1
1 2 3
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ ´p´8q “ 8.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2 1
1 0 ´2
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p´1q2
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p´1q2 ¨ 8 “ 8.

(4) Αν δύο γραμμες μιας μήτρας A είναι ίσες, τότε detpAq “ 0.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0.
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(5) Αν A1 είναι η μήτρα που προκύπτει από την A με πολλαπλασιασμό μιας γραμμής της A επί

λ P R, τότε
detpA1q “ λ detpAq.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
12 6 3
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 3 ¨ 8 “ 24.

(6) Αν η μήτρα A έχει μηδενική γραμμή, τότε detpAq “ 0.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
0 0 0

´1 2 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0.

(7) Αν λ P R, τότε
detpλAq “ λn detpAq.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 4 6
8 4 2
2 0 ´4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 23 ¨

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 8 ¨ 8 “ 64.

(8) ´Εστω A1 η μήτρα που προκύπτει από την A αν σε μια γραμμή της A προσθέσουμε μια άλλη

γραμμή της A πολλαπλασιασμένη επί λ P R. Τότε

detpA1q “ detpAq.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
6 6 7
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 8, αφού η R2 της πρώτης ορίζουσας ισούται με

R2 ` 2R1 της δεύτερης.

(9) Αν μια γραμμή της μήτρας A είναι γραμμικός συνδυασμός k άλλων γραμμών, (k ă n), τότε

detpAq “ 0.

Προφανής συνέπεια της ιδιότητας αυτής είναι ότι αν Ri, R j δύο γραμμές της μήτρας A και

Ri “ λR j, όπου λ P R, τότε detpAq “ 0.

Παραδείγματα
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
5 4 0
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0, αφού R2 “ 2R1 ` 3R3.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
2 4 6
1 0 2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0, αφού R2 “ 2R1.

(10) Αν

A “

»
—————–

a11 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

. . .

bi1 ` ci1 ¨ ¨ ¨ bi j ` ci j ¨ ¨ ¨ bin ` cin

. . .

an1 ¨ ¨ ¨ an j ¨ ¨ ¨ ann

fi
ffiffiffiffiffifl
,
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A1 “

»
—————–

a11 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

. . .

bi1 ¨ ¨ ¨ bi j ¨ ¨ ¨ bin

. . .

an1 ¨ ¨ ¨ an j ¨ ¨ ¨ ann

fi
ffiffiffiffiffifl
, A2 “

»
—————–

a11 ¨ ¨ ¨ a1 j ¨ ¨ ¨ a1n

. . .

ci1 ¨ ¨ ¨ ci j ¨ ¨ ¨ cin

. . .

an1 ¨ ¨ ¨ an j ¨ ¨ ¨ ann

fi
ffiffiffiffiffifl
,

τότε

detpAq “ detpA1q ` detpA2q.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
3 1 ´2
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

`

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
1 1 3
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
4 2 1
1 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 8.

Παρατηρήσεις:

(1) Από τις προηγούμενες ιδιότητες προκύπτουν οι εξής κανόνες:

´Εστω A PMn και θ στοιχειώδης μετασχηματισμός γραμμών με θpAq “ A1. Τότε,

i) Αν A
RiØR j„ A1, τότε detpA1q “ ´ detpAq.

ii) Αν A
RiÑkRi„ A1, τότε detpA1q “ k detpAq.

iii) Αν A
RiÑRi`kR j„ A1, τότε detpA1q “ detpAq.

(2) Λόγω της ιδιότητας (2), είναι προφανές ότι όλες οι ιδιότητες, που αναφέρονται σε γραμμές

εξακολουθούν να ισχύουν αν αναφερθούν αντίστοιχα σε στήλες.

2.5 Ορίζουσα τριγωνικής μήτρας

Πρόταση 2.3. ´Εστω A PMn με A “ rai js. Αν η A είναι άνω ή κάτω τριγωνική τότε

detpAq “ a11a22 ¨ ¨ ¨ ann.

Παράδειγμα:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 2 3
0 ´2 ´1
0 0 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 2p´2q3 “ ´12.

Παρατήρηση: Η παραπάνω πρόταση σε συνδυασμό με τις προηγούμενες ιδιότητες μας δίνει άλλη

μια μέθοδο υπολογισμού της ορίζουσας μιας τετραγωνικής μήτρας χωρίς την χρήση του ορισμού ή

του αναπτύγματος.

Παράδειγμα. Να υπολογισθεί η ορίζουσα της μήτρας A “

»
–
1 2 3
3 2 1
1 2 1

fi
fl.

Λύση. Ισχύει ότι detpAq
R2ÑR2´3R1
R3ÑR3´R1“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3
0 ´4 ´8
0 0 ´2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 1 ¨ p´4q ¨ p´2q “ 8. �
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Παράδειγμα. Να υπολογισθεί η ορίζουσα

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 3 2
1 2 3 2
1 3 3 1
2 2 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Λύση.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1 3 2
1 2 3 2
1 3 3 1
2 2 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R1ØR2“ ´

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2
0 1 3 2
1 3 3 1
2 2 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R3ÑR3´R1
R4ÑR4´2R1“ ´

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2
0 1 3 2
0 1 0 ´1
0 ´2 ´2 ´3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R3ÑR3´R2
R4ÑR4`2R2“ ´

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2
0 1 3 2
0 0 ´3 ´3
0 0 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ιδιότ. 5“ ´ p´3q ¨

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2
0 1 3 2
0 0 1 1
0 0 4 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R4ÑR4´4R3“ 3 ¨

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 2
0 1 3 2
0 0 1 1
0 0 0 ´3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 3 ¨ 1 ¨ 1 ¨ p´3q “ ´9. �

Παράδειγμα. Να λυθεί η εξίσωση

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a x x b

x a b x

x b a x

b x x a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ 0, όπου a, b είναι πραγματικές παράμετροι.

Λύση. Αν D η ορίζουσα τότε

D
R1ÑR1`R2`R3`R4“

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2x ` a ` b 2x ` a ` b 2x ` a ` b 2x ` a ` b

x a b x

x b a x

b x x a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ιδιότ. 5“ p2x ` a ` bq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 1
x a b x

x b a x

b x x a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C2ÑC2´C1
C3ÑC3´C1
C4ÑC4´C1“

“ p2x ` a ` bq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0 0
x a ´ x b ´ x 0
x b ´ x a ´ x 0
b x ´ b x ´ b a ´ b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p2x ` a ` bqpa ´ bq

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
x a ´ x b ´ x

x b ´ x a ´ x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p2x ` a ` bqpa ´ bq
∣

∣

∣

∣

∣

∣

a ´ x b ´ x

b ´ x a ´ x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

“ p2x ` a ` bqpa ´ bqppa ´ xq2 ´ pb ´ xq2q
“ p2x ` a ` bqpa ´ bqpa ´ x ` b ´ xqpa ´ x ´ b ` xq
“ p2x ` a ` bqpa ´ bqpa ` b ´ 2xqpa ´ bq “ pa ´ bq2pa ` b ` 2xqpa ` b ´ 2xq.

Άρα,

• Αν a “ b, τότε D “ 0 για κάθε x P R.

• Αν a , b, τότε D “ 0 ô pa ` b ` 2xqpa ` b ´ 2xq “ 0 ô
#

x “ a`b

2
, ή

x “ ´ a`b

2
.

�
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