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ÁÑÉÈÌÇÔÉÊÇ ËÕÓÇ

ÌÅÑÉÊÙÍ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ

ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

- ÐÁÑÁÂÏËÉÊÅÓ

ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ

9.1 ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá ôáîéíïìçèïýí ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò

ðáñáãþãïõò 2çò ôÜîçò êáé èá ãßíåé ìéá õðåíèýìéóç ôùí ôýðùí ðñïóÝããéóçò

ôùí ðáñáãþãùí.
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9.1.1 Ôáîéíüìçóç åîéóþóåùí 2çò ôÜîçò

Ïñéóìüò 9.1.1 - 1. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ìéáò ìåñéêÞò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò

(ÌÄÅ) 2çò ôÜîçò ìå äýï áíåîÜñôçôåò ìåôáâëçôÝò, Ýóôù x êáé t, åßíáé

a
@2u

@x2
+ b

@2u

@x @t
+ c

@2u

@t2
= e; (9.1.1 - 1)

üðïõ u = u(x; t) ìéá åðáñêþò ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç êáé a, b, c, e åßíáé

óõíáñôÞóåéò ôùí x, t, u, @u=@x êáé @u=@t, áëëÜ ü÷é ôùí 2çò ôÜîçò ðáñáãþãùí

ôïõò.

Áí

p =
@u

@x
; q =

@u

@t
; r =

@2u

@x2
; s =

@2u

@x@t
êáé w =

@2u

@t2
;

ôüôå ç (9:1:1− 1) ãñÜöåôáé

ar + bs+ cw = e: (9.1.1 - 2)

ÕðïèÝôïíôáò üôé ïé óõíáñôÞóåéò u, p êáé q åßíáé ãíùóôÝò óå êÜèå óçìåßï (x; t)

ìßáò ëåßáò êáìðýëçò ôïõ åðéðÝäïõ, ïé ôéìÝò ôùí èá ðñÝðåé íá åðáëçèåýïõí ôç

ó÷Ýóç ðïõ åêöñÜæåé ôï ïëéêü äéáöïñéêü ôçò u, äçëáäÞ ôçí

du =
@u

@x
dx+

@u

@t
dt = p dx+ q d t: (9.1.1 - 3)

¼ìïéá ïé p êáé q ôéò ó÷Ýóåéò

dp =
@p

@x
dx+

@p

@t
dt = r dx+ s d t; êáé (9.1.1 - 4)

dq =
@q

@x
dx+

@q

@t
dt = s dx+ w d t: (9.1.1 - 5)

Ïé åîéóþóåéò (9:1:1− 3) - (9:1:1− 5) ïñßæïõí Ýíá óýóôçìá ôñéþí åîéóþóåùí

ìå áãíþóôïõò r, s êáé w. Ôï óýóôçìá áõôü äåí èá Ý÷åé ìßá áêñéâþò ëýóç

óå êÜèå óçìåßï (x; t), üôáí ç ïñßæïõóá ôùí óõíôåëåóôþí ôùí áãíþóôùí åßíáé

ìçäÝí, äçëáäÞ üôáí ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c

dx d t 0

0 dx d t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0: (9.1.1 - 6)
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Áðü ôçí (9:1:1− 6) ðñïêýðôåé ç åîßóùóç

a

(
d t

dx

)2

− b

(
d t

dx

)
+ c = 0: (9.1.1 - 7)

¸óôù D = b2 − 4ac ç äéáêñßíïõóá ôçò (9:1:1− 7). Ôüôå ç (9:1:1− 7), áí

• D > 0, ëÝãåôáé üôé ïñßæåé ìéá õðåñâïëéêÞ,

• D = 0, ìéá ðáñáâïëéêÞ, êáé

• D < 0, ìéá åëëåéðôéêÞ åîßóùóç.

Óôç óõíÝ÷åéá ôïõ ìáèÞìáôïò èá åîåôáóôïýí ìüíïí ïñéóìÝíåò ÷áñáêôçñéóôéêÝò

ìïñöÝò ìïíïäéÜóôáôùí ðáñáâïëéêþí åîéóþóåùí.1

9.1.2 Ôýðïé ðåðåñáóìÝíùí äéáöïñþí

Åßíáé Þäç ãíùóôü áðü ôï ÌÜèçìá ÐñïóÝããéóç Ðáñáãþãùí ôýðïò (6:1:2− 2)

üôé ï ôýðïò ôïõ Taylor ãéá óõíÜñôçóç ìéáò ìåôáâëçôÞò, Ýóôù f(x), ãñÜöåôáé

f(x+ h) ≈ f(x) +
h

1 !
f ′(x) +

h2

2 !
f ′(x) + : : :+

h�

� !
f (�)(x);

üôáí h > 0 ç áýîçóç ôçò ìåôáâëçôÞò x.

ÅðïìÝíùò ãéá ôç óõíÜñôçóç u = u(x; t) ìå ðåäßï ïñéóìïý, ÝóôùD, üðïõD

åßíáé Ýíá êëåéóôü äéÜóôçìá óôï ïðïßï ç u åßíáé óõíå÷Þò êáé Ý÷åé ðáñáãþãïõò

ìÝ÷ñé êáé �-ôÜîç óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò, áíÜëïãá èá éó÷ýïõí

u(x+ h; t) ≈ u(x; t) +
h

1 !

@u

@x
+
h2

2 !

@2u

@x2

+ : : :+
hn

n !

@nu

@xn
; (9.1.2 - 1)

üôáí h > 0 ç áýîçóç ôçò ìåôáâëçôÞò x ôïõ äéáóôÞìáôïò, åíþ, üôáí ç ìåôáâëçôÞ

óõìâïëßæåé ôïí ÷ñüíï t êáé ` > 0 ç áýîçóÞ ôçò

u(x; t+ `) = u(x; t) +
`

1 !

@u

@t
+

`2

2 !

@2u

@t2

+ : : :+
`n

n !

@nu

@tn
: (9.1.2 - 2)

1Ï áíáãíþóôçò, ãéá ìéá åêôåíÝóôåñç ìåëÝôç, ðáñáðÝìðåôáé óôç âéâëéïãñáößá [5, 6, 7].



362 ÐñïóåããéóôéêÞ ëýóç ÌÄÅ Êáè. Á. ÌðñÜôóïò

Ìå óõëëïãéóìïýò áíÜëïãïõò ôïõ ÌáèÞìáôïò ÐñïóÝããéóç Ðáñáãþãùí

ðñïêýðôïõí ôüôå ïé ðáñáêÜôù ðñïóåããßóåéò ôçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ux =

@u=@x:

•
ux ≈ u(x+ h; t)− u(x; t)

h
(9.1.2 - 3)

ðïõ ïñßæåé ôçí ðñïò ôá åìðñüò ðñïóÝããéóç (forward-di�erence for-

mula),

•
ux ≈ u(x; t)− u(x− h; t)

h
(9.1.2 - 4)

ôçí áíÜäñïìç ðñïóÝããéóç (backward-di�erence formula), êáé

•
ux ≈ u(x+ h; t)− u(x− h; t)

2h
(9.1.2 - 5)

ôçí êåíôñéêÞ ðñïóÝããéóç (central-di�erence formula).

Åðßóçò áðïäåéêíýåôáé üôé

uxx ≈ u(x+ h; t)− 2u(x; t) + u(x− h; t)

h2
(9.1.2 - 6)

ðïõ ïñßæåé ôçí êåíôñéêÞ ðñïóÝããéóç ôçò uxx.

9.2 Åîßóùóç äéÜäïóçò èåñìüôçôáò

9.2.1 Ïñéóìüò êáé ìïñöÞ óõóôÞìáôïò ëýóçò

Ïñéóìüò 9.2.1 - 1. Ç åîßóùóç äéÜäïóçò èåñìüôçôáò óå ìßá äéÜóôáóç ïñßæå-

ôáé ùò åîÞò:2

@u(x; t)

@t
= �

@2u(x; t)

@x2
üðïõ a < x < b êáé t > 0; (9.2.1 - 1)

üôáí � èåôéêÞ óôáèåñÜ êáé u(x; t) ìéá åðáñêþò äéáöïñßóéìç óõíÜñôçóç.

2ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé http : ==en:wikipedia:org=wiki=Heat equation
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ÐáñáôçñÞóåéò 9.2.1 - 1

• Ç ìåôáâëçôÞ t óõìâïëßæåé ôïí ÷ñüíï êáé ç x ôï äéÜóôçìá.

• Óôç ÖõóéêÞ ç óõíÜñôçóç u ðåñéãñÜöåé ôç ìåôáâïëÞ ôçò èåñìïêñáóßáò.

• Ï � åßíáé ï óõíôåëåóôÞò èåñìéêÞò äéÜ÷õóçò (thermal di�usivity) êáé

óôï åîÞò èá èåùñåßôáé üôé åßíáé � = 1.

Ç åîßóùóç èåñìüôçôáò åßíáé èåìåëéþäïõò óçìáóßáò óå äéÜöïñïõò ôïìåßò

ôùí èåôéêþí åðéóôçìþí üðùò óôá ÌáèçìáôéêÜ ùò ôï ðñüôõðï ôçò ëýóçò

ðáñáâïëéêþí ÌÄÅ, óôç Èåùñßá ÐéèáíïôÞôùí, óôá ÏéêïíïìéêÜ ÌáèçìáôéêÜ

ê.ëð.

Ãéá ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ôçò (9:2:1 − 1) èåùñïýíôáé ïé ðáñáêÜôù

óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (boundary conditions)3

u (a; t) = u (b; t) = 0; üðïõ t > 0; (9.2.1 - 2)

åíþ ùò áñ÷éêÞ óõíèÞêç (initial condition) ç

u(x; 0) = u0(x) = g(x) üðïõ a ≤ x ≤ b; (9.2.1 - 3)

üôáí g(x) åßíáé ìßá ãíùóôÞ óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ôïõ x, ðïõ óõíÞèùò óõìðßðôåé

ìå ôç èåùñçôéêÞ ëýóç, üôáí t = 0.

ÐáñáôÞñçóç 9.2.1 - 1

Äåí åßíáé ðÜíôïôå ãíùóôü áí u0 (a) = 0 Þ u0 (b) = 0, ðïõ óçìáßíåé üôé åßíáé

äõíáôü íá õðÜñ÷ïõí áóõíÝ÷åéåò ìåôáîý áñ÷éêþí êáé óõíïñéáêþí óõíèçêþí.

ÄéáìÝñéóç

Ç ëýóç ôçò (9:2:1− 1) ðñïóåããßæåôáé, üôáí ôï äéÜóôçìá

• [a; b] ôçò ìåôáâëçôÞò x õðïäéáéñåßôáé óåN+1 ßóá õðïäéáóôÞìáôá ðëÜôïõò

h (Ó÷. 9.2.1 - 1), åíþ ôï

3Ãéá óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò âëÝðå ÌÜèçìá ÐñïóÝããéóç Ðáñáãþãùí - ÓõíïñéáêÝò

óõíèÞêåò.
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æ æ æ æ æ æ

x0 x1 xm xm+1 xN xN+1

a h b

Ó÷Þìá 9.2.1 - 1: Ç äéáìÝñéóç ôïõ äéáóôÞìáôïò [a; b]: ôá óõíïñéáêÜ óçìåßá

x0 = a, xN+1 = b êáé ôá åóùôåñéêÜ óçìåßá x1; : : : ; xN üðïõ õðïëïãßæåôáé ç

ëýóç ôçò (9:2:1− 1)

• [0; T ] ôçò t, üôáí t = T óõìâïëßæåé4 ôçí ôåëéêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ëýóçò

ôçò (9:2:1− 1), óå õðïäéáóôÞìáôá ðëÜôïõò `.

Ôüôå ç áíïéêôÞ ðåñéï÷Þ Ω = (a; b)×(0; T ] ìå ôï óýíïñü ôçò @Ω, ðïõ áðïôåëåßôáé

áðü ôïí Üîïíá t = 0 êáé ôéò åõèåßåò x = a êáé x = b, êáëýðôåôáé áðü Ýíá

ïñèïãþíéï óýóôçìá óçìåßùí (grid), Ýóôù G (Ó÷. 9.2.1 - 2), ôá ïðïßá Ý÷ïõí

óõíôåôáãìÝíåò xm = a + mh, üôáí m = 0; 1; : : : ; N + 1 êáé tn = n` üôáí

n = 0; 1; : : : :

Óõìâïëéóìüò ëýóåùí

Óôá åðüìåíá

• ç èåùñçôéêÞ ëýóç u (xm; tn) óôï óçìåßï (xm; tn) èá óõìâïëßæåôáé ìå u
n
m,

êáé

• ç áñéèìçôéêÞ ëýóç ìå Un
m (Ó÷. 9.2.1 - 3).

4ÂëÝðå áíôßóôïé÷ç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ tN = b óôï ÌÜèçìá ÁñéèìçôéêÞ ëýóç ÓõíÞèùí

Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí - Äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý áñéèìçôéêÞò ëýóçò.
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æ æ æ æ æ æ

x0 x1 xm xm+1 xN xN+1

t=0

t=1

t=n {

t=T

ææ

Grid @a,bD´@0,TD

Ó÷Þìá 9.2.1 - 2: Ôá óçìåßá (mesh) ôçò äéáìÝñéóçò (grid) G ôïõ äéáóôÞìáôïò

[a; b] êáé ôïõ ÷ñüíïõ [0; T ]. Ôï óýíïñï @Ω ïñßæåôáé áðü ôçí åõèåßá t = 0

(êáöÝ) êáé ôéò x = a; b (êüêêéíåò) åõèåßåò. Ôï (xm; tn) áðåéêïíßæåôáé óôï

ðñÜóéíï óçìåßï, åíþ ç ôåëéêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ëýóçò ôçò (9:2:1 − 1) áðü ôçí

ðñÜóéíç åõèåßá t = T

æ æ æ æ æ æ

x0 x1 xm xm+1 xN xN+1

U
1

n

U
m

n

U
m+1

n

U
N

n

a h b

time level t=n {

Ó÷Þìá 9.2.1 - 3: Óõìâïëéóìüò ôùí ëýóåùí: óôá óõíïñéáêÜ óçìåßá x0 = a

êáé xN+1 = b ëüãù ôçò (9:2:1 − 2) åßíáé Un
0 = Un

N+1 = 0. Ç ðñïóåããéóôéêÞ

ëýóç Un
1 ; U

n
2 : : : ; Un

N ôçò (9:2:1 − 1) õðïëïãßæåôáé óôá åóùôåñéêÜ óçìåßá

x1; : : : ; xN
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Óýìöùíá ìå ôïí ðáñáðÜíù óõìâïëéóìü, óå äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t =

tn = n`, ç èåùñçôéêÞ ëýóç u (x; tn) ôçò (9:2:1−1) óôá óçìåßá x1; x2; : : : ; xN

èá åßíáé

u (x1; tn) ; u (x2; tn) ; : : : ; u (xÍ ; tn)

ðïõ èá óõìâïëßæåôáé ìå

un1 ; un2 ; : : : ; unN

êáé èá ðñïóåããßæåôáé áðü ôéò ôéìÝò

Un
1 ; Un

2 ; : : : ; Un
N :

Ôüôå ïé ðñïóåããßóåéò áõôÝò åßíáé äõíáôüí íá èåùñçèïýí óáí ïé óõíôåôáãìÝíåò

åíüò äéáíýóìáôïò, Ýóôù Un, üðïõ

Un = [Un
1 ; U

n
2 : : : ; Un

N ]⊤ : (9.2.1 - 4)

Ôï äéÜíõóìá áõôü èá ëÝãåôáé óôï åîÞò êáé äéÜíõóìá ëýóåùí ôçò (9:2:1−1).

9.2.2 ÐñïóåããéóôéêÝò ëýóåéò

ÌÝèïäïò ôïõ Taylor

Ãéá ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ôçò åîßóùóçò (9:2:1− 1) ðñÝðåé óå êÜèå ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ t = `; 2`; : : : ç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x íá áíôéêáôá-

óôáèåß óå êáèÝíá áðü ôá N åóùôåñéêÜ óçìåßá (Ó÷. 9.2.2 - 1) ôçò äéáìÝñéóçò

G.5 Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ èá ðñïêýøåé áðü ôïí ãíùóôü ôýðï (9:1:2− 6)

@2u(x; t)

@x2
≈ u(x+ h; t)− 2u(x; t) + u(x− h; t)

h2

5Óýìöùíá ìå ôçí ÐáñÜãñáöï 9.2.1 êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9:2:1− 2) - óõíèÞêåò

Dirichlet - ç áíôéêáôÜóôáóç ôçò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ ùò ðñïò x óôá óõíïñéáêÜ óçìåßá

x0 = a, áíôßóôïé÷á x
N+1 = b áðáéôåß íá åßíáé ãíùóôÝò ïé ôéìÝò ôçò ëýóçò óôá óçìåßá

x−1 = a − h, áíôßóôïé÷á x
N+2 = b + h. Ïé ôéìÝò üìùò áõôÝò äåí åßíáé ãíùóôÝò óôï

óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá.
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æ æ æ æ æ æ æ

x1 x2 xm-1 xm xm+1 xN-1 xN

h

Ó÷Þìá 9.2.2 - 1: Åîßóùóç èåñìüôçôáò: õðïëïãéóìüò ôçò ðñïóåããéóôéêÞò

ëýóçò óôá åóùôåñéêÜ óçìåßá x1; : : : ; xN óå åðßðåäï ÷ñüíïõ t = n`

èåùñþíôáò üôé ãéá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t åßíáé t = tn = n` êáé åöáñìüæïíôáò

ôïí ðáñáðÜíù ôýðï óå êáèÝíá åóùôåñéêü óçìåßï, äçëáäÞ

@2u(x; t)

@x2

∣∣∣∣
t=tn; x=xm

≈ u (xm + h; tn)− 2u (xm; tn) + u (xm − h; tn)

h2

=
u (xm+1; tn)− 2u (xm; tn) + u (xm−1; tn)

h2
;

üôáí m = 1; 2; : : : ; N . ÅðïìÝíùò Ý÷ïíôáò õðüøç êáé ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò

ôçò ÐáñáãñÜöïõ 9.2.1 ðñïêýðôåé üôé

@2u(x; t)

@x2

∣∣∣∣
t=tn; x=xm

≈
Un
m+1 − 2Un

m + Un
m−1

h2
: (9.2.2 - 1)

¢ñá ç (9:2:1−1) óýìöùíá ìå ôçí (9:2:2−1), üôáí åöáñìïóôåß óå êáèÝíá

åóùôåñéêü óçìåßï x1; : : : ; xN (Ó÷. 9.2.1 - 3), ïñßæåé ôï ðáñáêÜôù óýóôçìá
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N äéáöïñéêþí åîéóþóåùí 1çò ôÜîçò

dUn
1

dt
=

Un
0 − 2Un

1 + Un
2

h2
;

dUn
m

dt
=

Un
m−1 − 2Un

m + Un
m+1

h2
ãéá m = 2; 3; : : : ; N − 1;

dUn
N

dt
=

Un
N−1 − 2Un

N + Un
N+1

h2

ôï ïðïßï, åðåéäÞ óýìöùíá ìå ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9:2:1−2) åßíáé Un
0 = 0

êáé Un
N+1 = 0, ôåëéêÜ ãñÜöåôáé

dUn
1

dt
=

−2Un
1 + Un

2

h2
;

dUn
m

dt
=

Un
m−1 − 2Un

m + Un
m+1

h2
ãéá m = 2; 3; : : : ; N − 1;

dUn
N

dt
=

Un
N−1 − 2Un

N

h2
: (9.2.2 - 2)

Ôï óýóôçìá (9:2:2 − 2), üôáí ÷ñçóéìïðïéçèåß ôï äéÜíõóìá ôùí ëýóåùí

(9:2:1− 4), ãñÜöåôáé ìå ÷ñÞóç ðéíÜêùí óå äéáíõóìáôéêÞ ìïñöÞ ùò åîÞò:

dU(t)

dt
= AU(t) ìå U0 = g; (9.2.2 - 3)

üðïõ ï A åßíáé Ýíáò ôñéäéáãþíéïò ðßíáêáò ôçò ìïñöÞò

A = h−2



−2 1

1 −2 1

. . .
. . .

. . .

1 −2 1

1 −2


(9.2.2 - 4)

êáé

g = U0 =
[
U0
1 ; U

0
2 ; : : : ; U

0
N

]⊤
ôï äéÜíõóìá ôùí áñ÷éêþí ôéìþí ôçò ðñïóåããéóôéêÞò ëýóçò, ðïõ ðñïêýðôåé

áðü ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç (9:2:1− 3).6

6ÂëÝðå áíôßóôïé÷ç áñ÷éêÞ y0 = y(a) = y (t0) óôï ÌÜèçìá ÁñéèìçôéêÞ ëýóç ÓõíÞèùí

Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, áëëÜ êáé áíÜëïãåò áñ÷éêÝò ôéìÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óôá

ÌáèÞìáôá ÁñéèìçôéêÞ ëýóç åîéóþóåùí êáé ÁñéèìçôéêÞ ëýóç óõóôçìÜôùí.
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¸óôù

D =


d

d t
. . .

d

d t

 (9.2.2 - 5)

Ýíáò äéáãþíéïò ðßíáêáò ôÜîçò N ðïõ óõìâïëßæåé ôïí äéáöïñéêü ôåëåóôÞ 1çò

ôÜîçò ãéá ôï óýóôçìá (9:2:2−3). Ôüôå ôï óýóôçìá (9:2:2−3) ôåëéêÜ ãñÜöåôáé

DU(t) = AU(t) ìå U0 = g: (9.2.2 - 6)

ÐáñáôçñÞóåéò 9.2.2 - 1

i) Ôï óýóôçìá (9:2:2 − 6) Ý÷åé áíÜëïãç ìïñöÞ ìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò

ôéìÞò (9:1:1− 3) ôïõ ÌáèÞìáôïò 9.

ii) Ç ðáñáðÜíù ìÝèïäïò ðñïóäéïñéóìïý ôçò ëýóçò åßíáé ãíùóôÞ óáí ç

ìÝèïäïò ôùí åõèåéþí (method of lines Þ MOL Þ NMOL).7 Óýìöùíá

ìå ôç ìÝèïäï áõôÞ, ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðñïóåããßæåôáé óå êÜèå

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t - åõèåßåò t = `, 2`, : : : (Ó÷. 9.2.1 - 2) êáé ôåëéêÜ

ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç äßíåôáé ìå ôç ìïñöÞ åíüò óõóôÞìáôïò óõíÞèùí

äéáöïñéêþí åîéóþóåùí áíÜëïãïõ ôçò ìïñöÞò (9:2:2 − 6), üðïõ ç ôÜîç

ôïõ óõóôÞìáôïò åîáñôÜôáé áðü ôçí ôÜîç ôùí ìåñéêþí ðáñáãþãùí ùò

ðñïò t.

iii) Äéåõêñéíßæåôáé üôé óôçí (9:2:2−2), åöüóïí ç ìåôáâëçôÞ x áíôéêáèßóôáôáé

áðü ôéò ôéìÝò xm; m = 1; : : : ; N , ç U åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ t, ïðüôå ç

ðáñáãþãéóç èá óõìâïëßæåôáé ìå dU
d t áíôß ôçò @U

@ t .

Áðü ôï óýóôçìá (9:2:2− 6) ðñïêýðôåé ôüôå üôé

D = A (9.2.2 - 7)

ðïõ ïñßæåé êáé ôçí ðñïóÝããéóç ôïõ ôåëåóôÞ D ãéá ôï ðñüâëçìá (9:2:1 − 1) -

(9:2:1− 3). Ç Ýêöñáóç áõôÞ èá ÷ñçóéìïðïéçèåß óôç óõíÝ÷åéá ôïõ ìáèÞìáôïò.

7ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé http : ==en:wikipedia:org=wiki=Method of lines.
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Áðü ôï áíÜðôõãìá ôçò U(t+ `) êáôÜ Taylor

U(t+ `) ≈ U(t) +
`

1 !
DU(t) +

`2

2 !
D2U(t) + : : :+

`�

� !
D�U(t); (9.2.2 - 8)

áí ðáñáëåéöèïýí ïé üñïé O
(
`2
)
, Ý÷ïõìå

U(t+ `) = U(t) + `DU(t)

ðïõ óýìöùíá ìå ôçí (9:2:2− 7) ãñÜöåôáé

U(t+ `) = U(t) + `AU(t);

äçëáäÞ

U(t+ `) = (I+ `A)U(t); (9.2.2 - 9)

üôáí I ï ìïíáäéáßïò ðßíáêáò ôÜîçò N .

¸óôù

p =
`

h2
:

Ôüôå ãéá ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9:2:1−1) - (9:2:1−3) áðü ôçí (9:2:2−9)

ðñïêýðôåé ç ðáñáêÜôù áíáëõôéêÞ (explicit) ìÝèïäïò ôùí 4 óçìåßùí:
Un+1
1

Un+1
2
...

Un+1
N

 =


1− 2p p

p 1− 2p p
. . .

. . .
. . .

p 1− 2p p

p 1− 2p




Un
1

Un
2

...

Un
N

 ;

äçëáäÞ ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Un+1
1 = (1− 2p)Un

1 + pUn
2 ;

Un+1
m = (1− 2p)Un

m + p
(
Un
m−1 + Un

m+1

)
ãéá m = 2; 3; : : : ; N − 1;

Un+1
N = pUn

N−1 + (1− 2p)Un
N :

(9.2.2 - 10)
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ÐáñáôÞñçóç 9.2.2 - 1

8Áðïäåéêíýåôáé üôé ãéá ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò (9:2:1− 1) - (9:2:1− 3) ìå

ôç ìÝèïäï áõôÞ áðáéôåßôáé íá éó÷ýåé ç óõíèÞêç

` ≤ 1

2
h2: (9.2.2 - 11)

Áõôü Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá üôé ôï âÞìá ôïõ ÷ñüíïõ ` ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé

ðñÝðåé íá åßíáé ðïëý ìéêñü. ÅðïìÝíùò ç ìÝèïäïò áõôÞ, áí êáé áðëÞ óáí

áíáëõôéêÞ, áðáéôåß Ýíáí ìåãÜëï áñéèìü ðñÜîåùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ëýóçò

ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = T .

ÌÝèïäïò ôùí Crank - Nicolson

Ïé 9; 10Crack-Nicolson (1947) ðñüôåéíáí ìéá ìÝèïäï, ðïõ ðåñéïñßæåé ôïí áñéèìü

ôùí õðïëïãéóìþí êáé åßíáé äõíáôüí íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá Ýíá ìåãÜëï åýñïò

ôéìþí ôùí h êáé `, áêñéâÝóôåñá üðùò áðïäåéêíýåôáé ôïõ ëüãïõ

r =
`

h
:

Óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï ôùí Crank-Nicolson ç åîßóùóç (9:2:1− 1):

@u

@t
=

@2u

@x2
;

ðñïóåããßæåôáé óôçí

åíäéÜìåóç ôùí t = n` êáé t = (n+ 1)` ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ;

äçëáäÞ ôçí

t =

(
n+

1

2

)
`;

åíþ ç
@2u

@x2

8ÂëÝðå Twizell [6, 7].
9John Crank (1916-2006): ¢ããëïò ìáèçìáôéêüò, ãíùóôüò êõñßùò ãéá ôçí ïìþíõìç

ìÝèïäï.
10Phyllis Nicolson (1917-1968): Áããëßäá ìáèçìáôéêüò, ãíùóôÞ ãéá ôçí ïìþíõìç ìÝèïäï

ìå ôïí Crank.
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æ æ æ æ æ

æ æ æ

æ æ

x0 x1 xm-1 xm xm+1 xN xN+1

t=n {

t=n + {�2

t=Hn + 1L {

ææ

Ó÷Þìá 9.2.2 - 2: ÌÝèïäïò ôùí Crank-Nicolson

ðñïóåããßæåôáé áðü ôïí ìÝóï üñï ôùí ôéìþí ôçò óôéò ÷ñïíéêÝò óôéãìÝò

t = (n+ 1)` êáé t = n` (Ó÷. 9:2:2− 2):

¢ñá

@U
n+ 1

2
m

@t
=

1

2

(
@ 2Un+1

m

@x2
+
@ 2Un

m

@x2

)
: (9.2.2 - 12)

ÅðåéäÞ óýìöùíá ìå ôçí (9:1:2− 5) åßíáé

@u(x; t)

@t
≈ u(x; t+ `)− u(x; t− `)

2`
;

ç åöáñìïãÞ ôçò óôçí (9:2:2− 12) ãéá t+ `=2 äßíåé

@u
(
x; t+ `

2

)
@t

≈
u
[
x;
(
t+ `

2

)
+ `

2

]
− u

[
x;
(
t+ `

2

)
− `

2

]
2 `

2

=
u(x; t+ `)− u(x; t)

`
:

ÅðïìÝíùò

@U
n+ 1

2
m

@t
=

Un+1
m − Un

m

`
: (9.2.2 - 13)
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Åßíáé Þäç ãíùóôü áðü ôçí (9:2:2− 1) üôé

@2u(x; t)

@x2

∣∣∣∣
t=tn; x=xm

≈
Un
m+1 − 2Un

m + Un
m−1

h2
: (9.2.2 - 14)

Ç (9:2:2− 14), üôáí åöáñìïóôåß ãéá ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = (n+1)`, äßíåé ôçí

ðñïóÝããéóç

@2u(x; t)

@x2

∣∣∣∣
t=tn+1; x=xm

≈
Un+1
m+1 − 2Un+1

m + Un+1
m−1

h2
: (9.2.2 - 15)

¢ñá ôåëéêÜ ç (9:2:2 − 12) óýìöùíá ìå ôéò (9:2:2 − 14), (9:2:2 − 15) êáé

(9:2:2− 13) ãñÜöåôáé

Un+1
m − Un

m

`
=

1

2

(
Un+1
m+1 − 2Un+1

m + Un+1
m−1

h2
+
Un+1
m+1 − 2Un+1

m + Un+1
m−1

h2

)
;

äçëáäÞ

Un+1
m − 1

2
p
(
Un+1
m+1 − 2Un+1

m + Un+1
m−1

)
= Un

m

+
1

2
p
(
Un
m+1 − 2Un

m + Un
m−1

)
; (9.2.2 - 16)

üðïõ åðßóçò åßíáé p = `=h2 :

Ç (9:2:2− 15), üôáí åöáñìïóôåß óå êáèÝíá åóùôåñéêü óçìåßï x1; : : : ; xN

(Ó÷. 9.2.1 - 3) ôçò äéáìÝñéóçò G, Ý÷ïíôáò õðüøç êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

(9:2:1− 2), ïñßæåé ôçí ðáñáêÜôù ðåðëåãìÝíç ìÝèïäï ôùí 6 óçìåßùí:∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(1 + p)Un+1
1 − 1

2
pUn+1

2 = (1− p)Un
1 +

1

2
pUn

2 ;

(1 + p)Un+1
m − 1

2
p
(
Un+1
m−1 + Un+1

m+1

)
= (1− p)Un

m +
1

2
p
(
Un
m−1 + Un

m+1

)
ãéá m = 2; 3; : : : ; N − 1;

−1

2
pUn+1

N−1 + (1 + p)Un+1
N =

1

2
pUn

N−1 + (1− p)Un
N :

(9.2.2 - 17)
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Ç ìÝèïäïò áõôÞ åßíáé ãíùóôÞ óáí ìÝèïäïò ôùí Crank-Nicolson,11 êáé

ëüãù ôçò áêñßâåéáò (accuracy) ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôçò åßíáé ìéá áðü ôéò

ðåñéóóüôåñï ÷ñçóéìïðïéïýìåíåò ìåèüäïõò óôç ëýóç ðïëëþí Üëëùí ìïñöþí

ôùí ÌÄÅ.

Ç ìÝèïäïò ãñÜöåôáé åðßóçò ìå ÷ñÞóç ðéíÜêùí ùò åîÞò:

1 + p −p

2

−p

2
1 + p −p

2
. . .

. . .
. . .

−p

2
1 + p −p

2

−p

2
1 + p





Un+1
1

Un+1
2

...

Un+1
N



=



1− p
p

2
p

2
1− p

p

2
. . .

. . .
. . .

p

2
1− p

p

2
p

2
1− p





Un
1

Un
2

...

Un
N


;

Þ ôåëéêÜ ùò(
I − 1

2
`A

)
U(t+ `) =

(
I +

1

2
`A

)
U(t); (9.2.2 - 18)

üôáí ï ðßíáêáò A äßíåôáé áðü ôçí (9:2:2− 4).

ÐáñáôçñÞóåéò 9.2.2 - 2

• Ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ U(t + `) óôçí (9:2:2 − 18) áðáéôåß ôç ëýóç åíüò

óõóôÞìáôïò, üðïõ ï ðßíáêáò ôùí áãíþóôùí
(
I − 1

2`A
)
åßíáé ôñéäéáãþíéïò.

• ÐïëëÝò öïñÝò ãéá ôïí ðåñéïñéóìü ôùí ðñÜîåùí ÷ñçóéìïðïéåßôáé ï ðáñáêÜôù

ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôçò ëýóçò U(t+ `):(
I − 1

2
`A

)
U∗ = 2U(t)

U(t+ `) = U∗ −U(t):

11ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé http : ==en:wikipedia:org=wiki=Crank − nicholson method
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Ï õðïëïãéóìüò áõôüò áðáéôåß ôç ÷ñÞóç åíüò âïçèçôéêïý äéáíýóìáôïò

U∗, áëëÜ Ý÷åé 3N − 2 ëéãüôåñåò ðñÜîåéò áðü ôçí áðåõèåßáò ëýóç ôïõ

óõóôÞìáôïò (9:2:2− 18).

• Óýìöùíá ìå üóá Ý÷ïõí ãñáöåß óôçí åéóáãùãÞ, ç ìÝèïäïò åßíáé äõíáôüí

íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá Ýíá ìåãÜëï åýñïò ôéìþí ôïõ ëüãïõ r = `=h :

¸÷åé áðïäåé÷èåß12 üôé ãéá íá õðÜñ÷åé ìéá ëåßá óõìðåñéöïñÜ ôçò ëýóçw

ðëçóßïí ôùí óõíïñéáêþí ôéìþí x = a; b, ðñÝðåé íá éó÷ýåé

r =
`

h
<

k

�
;

üôáí k êáôÜëëçëç óôáèåñÜ.

ÐáñÜäåéãìá 9.2.2 - 1

Ç ìÝèïäïò ôùí Crank-Nicolson åîåôÜóôçêå óôï ðñüâëçìá

@u

@t
=

@2u

@x2
üðïõ 0 < x < 2 êáé t > 0 (9.2.2 - 19)

ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

u (0; t) = u (2; t) = 0; üôáí t > 0 (9.2.2 - 20)

áñ÷éêÞ óõíèÞêç

u(x; 0) = 1; üôáí 0 ≤ x ≤ 2 (9.2.2 - 21)

êáé èåùñçôéêÞ ëýóç

u(x; t) =
+∞∑
k=1

[
1− (−1)k

] 2

k�
sin

(
1

2
k�x

)
exp

(
−1

4
k2�2t

)
: (9.2.2 - 22)

Ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôùí h êáé ` óå ÷ñüíï t = 1 êáé ìå

ìÝôñï ìÝôñçóçò ôùí óöáëìÜôùí ôï

∥unm − Un
m∥∞ = max

m=1; 2; :::; N
|unm − Un

m|

äßíïíôáé óôïí Ðßíáêá 9.2.2 - 1, åíþ ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò èåùñçôéêÞò êáé

ôçò ðñïóåããéóôéêÞò ëýóçò óôï Ó÷. 9.2.2 - 3, üðïõ Üìåóá ðñïêýðôåé üôé ôï

ìÝãéóôï óöÜëìá ôçò ìåèüäïõ åßíáé ðëçóßïí ôùí Üêñùí ôïõ äéáóôÞìáôïò [0; 2].

12Lawson, J. D. and Morris, J. LI. (1978). The extrapolation of �rst order methods for

parabolic partial di�erential equations. I. SIAM J. Numer. Anal. 15(6). pp. 1212{1224.
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Ðßíáêáò 9.2.2 - 1: ÐáñÜäåéãìá 9.2.2 - 1

ÌÝèïäïò ` h e = ∥unm − Un
m∥∞

0.1 0.1 0.56E-01

0.025 0.55E+00

0.01 0.1 0.31E-03

0.025 0.67E-04

Ó÷Þìá 9.2.2 - 3: ÌÝèïäïò ôùí Crank-Nickolson. Ç äéáêåêïììÝíç êáìðýëç

äåß÷íåé ôçí áñéèìçôéêÞ êáé ç óõíå÷Þò ôç èåùñçôéêÞ ëýóç ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò

9.2.2 - 1
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ÁóêÞóåéò

1. Íá ëõèåß ôï ÐáñÜäåéãìá 9.2.2 - 1 ìå ôç ìÝèïäï (9:2:2 − 10) êáé íá ãßíåé

óýãêñéóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ìå ôá áíôßóôïé÷á ôïõ Ðßíáêá 9.2.2 - 1.

2. Ðáñáëåßðïíôáò ôïõò üñïõò O
(
`3
)
óôï áíÜðôõãìá êáôÜ Taylor ôçòU(t+`)

äåßîôå üôé ïñßæåôáé ç ðáñáêÜôù ìÝèïäïò ëýóçò ôçò (9:2:1− 1)

U(t+ `) =

(
I + `A+

`2A2

2

)
U(t);

üôáí ï ðßíáêáò A äßíåôáé áðü ôçí (9:2:2−4) êáé I ï ìïíáäéáßïò ðßíáêáò ôÜîçò

N .

Åöáñìüóôå ôç ìÝèïäï áõôÞ óôç ëýóç ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 9.2.2 - 1 êáé

óõãêñßíáôå ôá áðïôåëÝóìáôá ìå ôá áíôßóôïé÷á ôïõ Ðßíáêá 9.2.2 - 1.

3. Ç ãñáììéêÞ ìïñöÞ ôçò åîßóùóçò äéÜ÷õóçò-ìåôáöïñÜò (di�usion-convection)

óå ìßá äéÜóôáóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ

@u

@t
=

@2u

@t2
− ì

@u

@x
üðïõ 0 < x < X êáé t > 0; (9.2.2 - 23)

üðïõ ì > 0 åßíáé ç ðáñÜìåôñïò ìåôáöïñÜò (convection parameter).

Ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé

u(x; 0) = g(x) ìå 0 < x < X (9.2.2 - 24)

êáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò

u(0; t) = v(t) ìå t > 0 (9.2.2 - 25)

@u(X; t)

@x
= 0 ìå t > 0: (9.2.2 - 26)

i) Ìå êáôÜëëçëç äéáìÝñéóç ôïõ äéáóôÞìáôïò [0; X] äåßîôå üôé, üôáí ç

åîßóùóç (9:2:2− 23) ìå ôéò ðñïóåããßóåéò (9:1:2− 5), (9:1:2− 6) êáé ôéò

óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9:2:2−25), (9:2:2−26) - äçëáäÞ Un
N+1 = Un

N−1 -

åöáñìïóôåß óôá N åóùôåñéêÜ óçìåßá ôçò äéáìÝñéóçò óå åðßðåäï ÷ñüíïõ

t = n` üðïõ n = 1; 2; : : :, ðñïêýðôåé ôï ðáñáêÜôù óýóôçìá ôùí N
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äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

dU1

dt
= − 2

h2
Un
1 +

1

h2

(
1− 1

2
ìh

)
Un
2 +

1

h2

(
1 +

1

2
ìh

)
vt;

dUn
m

dt
=

1

h2

(
1 +

1

2
ìh

)
Un
m−1 −

2

h2
Un
2 +

1

h2

(
1− 1

2
ìh

)
Un
m+1

ãéá m = 2; 3; : : : ; N − 1;

dUn
N

dt
=

2
(
Un
N−1 − Un

N

)
h2

ðïõ ãñÜöåôáé åðßóçò óå äéáíõóìáôéêÞ ìïñöÞ ùò

dU(t)

dt
= AU(t) + b ìå U0 = g; (9.2.2 - 27)

üðïõ

A =



−2 1− 1

2
ìh

1 +
1

2
ìh −2 1− 1

2
ìh

. . .
. . .

. . .

1 +
1

2
ìh −2 1− 1

2
ìh

2 −2


êáé b = h−2

[(
1 + 1

2ìh
)
Ut(n`); 0; : : : ; 0

]⊤
. Äþóôå ôç ìïñöÞ ôçò ìåèüäïõ

(9:2:2− 10) ãéá ôçí ðåñßðôùóç áõôÞ.

ii) Ðïéá åßíáé ç ìïñöÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí Crank-Nicolson ãéá ôç ëýóç ôïõ

ðñïâëÞìáôïò (9:2:2 − 23) ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (9:2:2 − 25) êáé

(9:2:2− 26);
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ÌáèçìáôéêÝò âÜóåéò äåäïìÝíùí

• http://en.wikipedia.org/wiki/Main Page

• http://eqworld.ipmnet.ru/index.htm

• http://mathworld.wolfram.com/

• http://eom.springer.de/



ÐáñÜñôçìá A

ÓÔÏÉ×ÅÉÁ ÁÐÏ ÔÉÓ

ÁÊÏËÏÕÈÉÅÓ

A.1 ÅéóáãùãÞ

1

A.1.1 Ïñéóìüò áêïëïõèßáò

Ïñéóìüò 1.1.1 - 1. ÊÜèå óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò

a : N −→ Å : � −→ a(�); (1.1.1 - 1)

üðïõ N ôï óýíïëï ôùí öõóéêþí áñéèìþí êáé Å Ýíá ìç êåíü óýíïëï ëÝãåôáé

áêïëïõèßá óôïé÷åßùí ôïõ óõíüëïõ Å.

Óôçí (1:1:1−1) ôá ðñüôõðá, äçëáäÞ ïé öõóéêïß áñéèìïß, ëÝãïíôáé äåßêôåò,

åíþ ïé åéêüíåò ôïõò üñïé ôçò áêïëïõèßáò. Ç Ýêöñáóç a(�) èá óõìâïëßæåôáé

óõíÞèùò óôï åîÞò ìå a� êáé èá ëÝãåôáé ï �-ïóôüò Þ ï ãåíéêüò üñïò ôçò

áêïëïõèßáò, äçëáäÞ

a� = a(�) ãéá êÜèå � ∈ N:
1ÂëÝðå ÌáèÞìáôá Áíþôåñùí Ìáèçìáôéêþí - ÓåéñÝò êáé:

https : ==en:wikipedia:org=wiki=Sequence

381
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Åðßóçò ìéá áêïëïõèßá èá óõìâïëßæåôáé ìå (a�) ; � ∈ N Þ áíáëõôéêÜ a� ; � =

1; 2; : : :, åíþ èá ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ï üñïò ç áêïëïõèßá a� ; � ∈ N.
Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ôï óýíïëï E ⊆ R, ôüôå ç áêïëïõèßá a� ëÝãåôáé

áêïëïõèßá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí. ¢ñá:

Ïñéóìüò 1.1.1 - 2. Ïñßæåôáé ùò áêïëïõèßá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí

êÜèå ìïíïóÞìáíôç áðåéêüíéóç ôïõ óõíüëïõ N ôùí öõóéêþí áñéèìþí óôï

óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí R.

Óôï åîÞò èá åîåôáóôïýí ìüíïí ïé áêïëïõèßåò ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí.

¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ Ïñéóìïý 1.1.1 - 2 åßíáé üôé ôï ðåäßï ïñéóìïý êáé

ôéìþí ìéáò áêïëïõèßáò, Ýóôù a� = a(�); � ∈ N, åßíáé äõíáôüí íá èåùñçèåß üôé
åßíáé õðïóýíïëï ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ðåäßïõ ïñéóìïý êáé ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò

f(x); x ∈ D ⊆ R, üðùò áõôü öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù ðáñÜäåéãìá:

ÐáñÜäåéãìá 1.1.1 - 1

¸óôù ç áêïëïõèßá ìå ãåíéêü üñï

a� =
�

�2 + 1
ãéá êÜèå � ∈ N:

Äßíïíôáò óôï � äéáäï÷éêÜ ôéò ôéìÝò 1; 2; : : : ; �; : : : ðñïêýðôïõí ïé ðáñáêÜôù

üñïé ôçò áêïëïõèßáò:
1

2
;
1

5
; : : : ;

�

�2 + 1
; : : : :

Ôüôå ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç èá Ý÷åé ôýðï

f(x) =
x

x2 + 1
ìå ðåäßï ïñéóìïý êáé ôéìþí ôï R:

ÐáñáôçñÞóåéò 1.1.1 - 1

• ¢ìåóá ðñïêýðôåé üôé ìßá áêïëïõèßá åßíáé ïñéóìÝíç, üôáí äßíåôáé ï

ãåíéêüò ôçò üñïò a� , üðùò óôï ÐáñÜäåéãìá 1.1.1 - 1.

• Ìßá áêïëïõèßá åßíáé åðßóçò ïñéóìÝíç, üôáí äßíïíôáé

- åðáñêåßò üñïé ôçò, üðùò 12; 22; 32; : : :, ïðüôå åýêïëá ðñïêýðôåé

üôé ïñßæåôáé ç áêïëïõèßá a� = �2; � ∈ N,
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- Ýíáò áíáãùãéêüò ôýðïò Þ áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç, ðïõ åðéôñÝðåé ôïí

õðïëïãéóìü ôïõ üñïõ a� áðü ôïí a�−1 Þ ãåíéêüôåñá áðü ïñéóìÝíïõò

ðñïçãïýìåíïýò ôïõ, üðùò

a� = a�−1 +
1

� − 1
; � = 2; 3; : : : ; üôáí a1 = −1

4
:

• Åßíáé äõíáôüí óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò ïé ôéìÝò ôïõ äåßêôç � íá áñ÷ßæïõí

áðü ôï 0 Þ áðü êÜðïéï äåßêôç �0 > 1, üðùò

a� =
1

� + 1
; � = 0; 1; : : : ; Þ b� =

�

� − 3
; � = 4; 5; : : : :

• Ïé ôéìÝò ôïõ äåßêôç �, åíþ áñ÷ßæïõí áðü êÜðïéá ôéìÞ, ðñÝðåé ôåëéêÜ íá

ôåßíïõí óôï Üðåéñï, äéáöïñåôéêÜ äåí ïñßæåôáé áêïëïõèßá.

ÅðïìÝíùò ï ôýðïò

a� =
1

� + 1
; � = 1; 2; : : : ïñßæåé áêïëïõèßá, åíþ ï

b� =
1

� + 1
; � = 1; 2; : : : ; 10 äåí ïñßæåé.

A.1.2 ÐñÜîåéò ìåôáîý áêïëïõèéþí

¸óôù (a�), (b�); � ∈ N äýï áêïëïõèßåò. Ôüôå ïñßæïíôáé ãéá êÜèå � ∈ N ïé

ðáñáêÜôù ðñÜîåéò:

Éóüôçôá (a�) = (b�), üôáí a� = b� .

Ðñüóèåóç (a�) + (b�) = (a� + b�).

Ãéíüìåíï (a�) (b�) = (a�b�).

Ðçëßêï
(a�)

(b�)
=

(
a�
b�

)
ìå b� ̸= 0.

Ãéíüìåíï ìå ðñáãìáôéêü áñéèìü ë (a�) = (ëa�); ë ∈ R.

Áðüëõôç ôéìÞ |(a�)| = (|a� |).

ÔåôñáãùíéêÞ ñßæá
√

(a�) =
(√

a�
)
, êáé áíÜëïãá

Ñßæá k-ôÜîçò ìå k ≥ 2 k
√
(a�) =

(
k
√
a�
)
.
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ÐáñáôÞñçóç 1.1.2 - 1

Ïé ðñÜîåéò ôçò ðñüóèåóçò êáé ôïõ ãéíïìÝíïõ ãåíéêåýïíôáé åðáãùãéêÜ ãéá

ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò áêïëïõèéþí.

A.1.3 ÖñáãìÝíç áêïëïõèßá

Ïñéóìüò 1.1.3 - 1. Ç áêïëïõèßá (a�); � ∈ N åßíáé Üíù öñáãìÝíç ôüôå êáé

ìüíïí, üôáí õðÜñ÷åé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò s, ôÝôïéïò þóôå áí ≤ s ãéá êÜèå

� ∈ N.

Ï áñéèìüò s, êáèþò êáé êÜèå Üëëïò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò ðïõ åßíáé ìåãáëý-

ôåñïò áðü ôïí s, èá ëÝãåôáé Ýíá Üíù öñÜãìá ôçò áêïëïõèßáò.

Ïñéóìüò 1.1.3 - 2. Ç áêïëïõèßá (a�); � ∈ N åßíáé êÜôù öñáãìÝíç ôüôå

êáé ìüíïí, üôáí õðÜñ÷åé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò ó, ôÝôïéïò þóôå ó ≤ a� ãéá

êÜèå � ∈ N.

Ï áñéèìüò ó, êáèþò êáé êÜèå Üëëïò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò ðïõ åßíáé ìéêñüôå-

ñïò áðü ôïí ó, èá ëÝãåôáé ôüôå Ýíá êÜôù öñÜãìá ôçò áêïëïõèßáò.

Ïñéóìüò 1.1.3 - 3. Ç áêïëïõèßá (a�); � ∈ N åßíáé öñáãìÝíç ôüôå êáé

ìüíïí, üôáí åßíáé Üíù êáé êÜôù öñáãìÝíç, äçëáäÞ áí õðÜñ÷ïõí ðñáãìáôéêïß

áñéèìïß ó, s ìå ó ≤ s, ôÝôïéïé þóôå ó ≤ a� ≤ s ãéá êÜèå � ∈ N.

¢ñá ìßá áêïëïõèßá (a�); � ∈ N åßíáé öñáãìÝíç ôüôå êáé ìüíïí, üôáí

õðÜñ÷åé êëåéóôü äéÜóôçìá [ó; s] óôï ïðïßï áíÞêïõí üëïé ïé üñïé ôçò.

ÐáñÜäåéãìá 1.1.3 - 1

Ç áêïëïõèßá

a� =
1

�
; � ∈ N

åßíáé öñáãìÝíç, åðåéäÞ

0 ≤ a� =
1

�
≤ 1 ;

äçëáäÞ üëïé ïé üñïé ôçò áíÞêïõí óôï äéÜóôçìá [0; 1].
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Ïñéóìüò 1.1.3 - 4. Ç áêïëïõèßá (a�); � ∈ N åßíáé áðüëõôá öñáãìÝíç

ôüôå êáé ìüíïí, üôáí õðÜñ÷åé èåôéêüò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, ôÝôïéïò þóôå

|a� | ≤ è ãéá êÜèå � ∈ N.

Ôï è èá ëÝãåôáé ôüôå Ýíá áðüëõôï öñÜãìá ôçò áêïëïõèßáò. Åßíáé öáíåñü

üôé áí ï è åßíáé Ýíá áðüëõôï öñÜãìá, ôüôå êáé êÜèå Üëëïò èåôéêüò áñéèìüò

ö > è åßíáé åðßóçò Ýíá áðüëõôï öñÜãìá ôçò. Ãåíéêüôåñá éó÷ýåé:

Ðñüôáóç 1.1.3 - 1. Ìßá öñáãìÝíç áêïëïõèßá åßíáé áðüëõôá öñáãìÝíç êáé

áíôßóôñïöá.

Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç áõôÞ, óôï åîÞò ï üñïò öñáãìÝíç êáé áðüëõôá

öñáãìÝíç áêïëïõèßá èá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ìå ôçí ßäéá óçìáóßá.

ÐáñÜäåéãìá 1.1.3 - 2

Ç áêïëïõèßá

a� =
�2 cos 5� +

√
� sin 2�

�2 + 1
; � ∈ N

åßíáé áðüëõôá öñáãìÝíç, åðåéäÞ

|a� | ≤
∣∣�2 cos 5� +

√
� sin 2�

∣∣
�2 + 1

≤ �2 +
√
�

�2 + 1
≤ 2�2

�2 + 1
< 2;

äçëáäÞ |a� | < 2 ãéá êÜèå � ∈ N. Ôüôå ðñïöáíþò åßíáé −2 ≤ a� ≤ 2, äçëáäÞ

ç áêïëïõèßá a� åßíáé åðßóçò êáé öñáãìÝíç óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 1.1.3 - 3.

A.1.4 Ìïíïôïíßá áêïëïõèßáò

Äßíåôáé óôç óõíÝ÷åéá ç Ýííïéá ôçò ìïíïôïíßáò ìéáò áêïëïõèßáò.

¸óôù (a�); � ∈ N ìßá áêïëïõèßá ðñáãìáôéêþí áñéèìþí. Ôüôå èá ëÝãåôáé

üôé ç áêïëïõèßá åßíáé:

Ïñéóìüò 1.1.4 - 1 áýîïõóá ôüôå êáé ìüíïí, üôáí éó÷ýåé a� ≤ a�+1 ãéá

êÜèå � ∈ N.

Ïñéóìüò 1.1.4 - 2 ãíÞóéá áýîïõóá ôüôå êáé ìüíïí, üôáí éó÷ýåé a� < a�+1

ãéá êÜèå � ∈ N.
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ÐáñÜäåéãìá 1.1.4 - 1

Ç áêïëïõèßá

a� = �2 + 1 ; � ∈ N

åßíáé ãíÞóéá áýîïõóá, åðåéäÞ

a1 = 2 < a2 = 5 < : : : :

Ïñéóìüò 1.1.4 - 3 öèßíïõóá ôüôå êáé ìüíïí, üôáí éó÷ýåé a� ≥ a�+1 ãéá

êÜèå � ∈ N.

Ïñéóìüò 1.1.4 - 4 ãíÞóéá öèßíïõóá ôüôå êáé ìüíïí, üôáí éó÷ýåé a� >

a�+1 ãéá êÜèå � ∈ N.

ÐáñÜäåéãìá 1.1.4 - 2

Ç áêïëïõèßá

a� =
1

�2 + 1
; � ∈ N

åßíáé ãíÞóéá öèßíïõóá, åðåéäÞ

a1 =
1

2
> a2 =

1

5
> : : : :

Ïñéóìüò 1.1.4 - 5 óôáèåñÞ ôüôå êáé ìüíïí, üôáí éó÷ýåé a�+1 = a� ãéá

êÜèå � ∈ N.

ÐáñÜäåéãìá 1.1.4 - 3

Ç áêïëïõèßá a� = 5; � ∈ N åßíáé óôáèåñÞ, åðåéäÞ a1 = 5 = a2 = 5 = : : : :

Ìßá áêïëïõèßá (a�); � ∈ N ðïõ áíÞêåé óå ìßá áðü ôéò êáôçãïñßåò ïñéóìþí

1.1.4 - 1 Þ 1.1.4 - 3 èá ëÝãåôáé ìïíüôïíç áêïëïõèßá, åíþ üôáí áíÞêåé óôéò

1.1.4 - 2 Þ 1.1.4 - 4 èá ëÝãåôáé ãíÞóéá ìïíüôïíç áêïëïõèßá.

ÐáñáôçñÞóåéò 1.1.4 - 1

1. ÊÜèå ãíÞóéá ìïíüôïíç áêïëïõèßá åßíáé êáé ìïíüôïíç. Ôï áíôßóôñïöï

äåí éó÷ýåé ðÜíôïôå.
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2. Áí ç áêïëïõèßá (a�); � ∈ N åßíáé áýîïõóá, ôüôå a� ≥ á1 ãéá êÜèå

� ∈ N, äçëáäÞ ç (a�) åßíáé êÜôù öñáãìÝíç ìå Ýíá êÜôù öñÜãìá ôïí

ðñþôï üñï ôçò, üðùò áõôü éó÷ýåé óôï ÐáñÜäåéãìá 1.1.4 - 1, üðïõ Ýíá

êÜôù öñÜãìá ôçò åßíáé ï áñéèìüò 2.

¼ìïéá, áí ç áêïëïõèßá (a�); � ∈ N åßíáé öèßíïõóá, ôüôå a� ≤ á1,

ãéá êÜèå � ∈ N, äçëáäÞ ç (a�) åßíáé Üíù öñáãìÝíç ìå Ýíá Üíù öñÜãìá

ôïí ðñþôï üñï ôçò, üðùò áõôü éó÷ýåé óôï ÐáñÜäåéãìá 1.1.4 - 2, üðïõ

Ýíá Üíù öñÜãìá ôçò åßíáé ï áñéèìüò 1=2.

3. Ãéá íá êáèïñéóôåß ôï åßäïò ôçò ìïíïôïíßáò ìéáò áêïëïõèßáò (a�); � ∈ N
ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò áêïëïõèåßôáé ìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù ìåèüäïõò:

i) åîåôÜæåôáé ôï ðñüóçìï ôçò äéáöïñÜò

∆� = a�+1 − a� :

ÐáñÜäåéãìá 1.1.4 - 4

Ç áêïëïõèßá

a� =
�

� + 1
; � ∈ N

åßíáé ãíÞóéá áýîïõóá, åðåéäÞ

∆� = a�+1 − a� =
� + 1

� + 2
− �

� + 1
=

2

(� + 1)(� + 2)
> 0 ;

äçëáäÞ a�+1 > a� ãéá êÜèå � ∈ N.

ii) Áí ïé üñïé ôçò a� äéáôçñïýí ðñüóçìï, ôüôå óõíÞèùò óõãêñßíåôáé ï

ëüãïò a�+1=a� ìå ôç ìïíÜäá, ïðüôå áðü ôç óýãêñéóç áõôÞ åîÜãïíôáé

óõìðåñÜóìáôá ãéá ôç ìïíïôïíßá ôçò áêïëïõèßáò.

iii) Õðïëïãßæåôáé ìåôáîý äýï Þ ôñéþí ðñþôùí üñùí ôçò áêïëïõèßáò ìßá

ó÷Ýóç, áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé ìßá Ýíäåéîç ìïíïôïíßáò êáé Ýðåéôá,

ìå ôç ìÝèïäï ôçò ôÝëåéáò åðáãùãÞò, áðïäåéêíýåôáé ç áíéóïôéêÞ

ó÷Ýóç, ç ïðïßá êáèïñßæåé ôåëéêÜ ôï åßäïò ôçò ìïíïôïíßáò ôçò áêïëïõ-

èßáò.
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A.1.5 Ïñéóìüò óýãêëéóçò áêïëïõèéþí

Ïñéóìüò 1.1.5 - 1. Èá ëÝãåôáé üôé ìßá áêïëïõèßá (a�); � ∈ N óõãêëßíåé

óôïí ðñáãìáôéêü áñéèìü a Þ ôåßíåé óôïí áñéèìü a Þ ôï üñéü ôçò åßíáé ï

áñéèìüò a êáé áõôü èá óõìâïëßæåôáé ìå2

a� → a Þ lim
�−>+∞

a� = a Þ åðßóçò lim a� = a;

ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé äåßêôçò í0 = í0("), äçëáäÞ

äåßêôçò ðïõ åîáñôÜôáé ãåíéêÜ áðü ôï ", ôÝôïéïò þóôå íá éó÷ýåé

|a� − a| < " ãéá êÜèå � ≥ �0("): (1.1.5 - 1)

Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé a = 0, äçëáäÞ lim a� = 0, ç áêïëïõèßá (a�);

� ∈ N èá ëÝãåôáé ìçäåíéêÞ.

Áðü ôïí Ïñéóìü 1.1.5 - 1 ðñïêýðôåé ôüôå üôé:

Ðñüôáóç 1.1.5 - 1. Áí lim a� = a, ôüôå ç áêïëïõèßá �� = (a� − a); � ∈ N
åßíáé ìçäåíéêÞ êáé áíôßóôñïöá, äçëáäÞ

lim a� = a ⇐⇒ lim (a� − a) = 0: (1.1.5 - 2)

ÐáñÜäåéãìá 1.1.5 - 1

Ç áêïëïõèßá

a� =
1

�
; � ∈ N

åßíáé ìçäåíéêÞ, åðåéäÞ ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé äåßêôçò í0 = í0("), ðïõ åßíáé

ìåãáëýôåñïò áðü ôï 1=".

ÐñÜãìáôé, áí

�0 =

[
1

"

]
+ 1 = �0(");

2Ï óõìâïëéóìüò lim åßíáé ç óõãêïðÞ ôçò ëÝîçò limes, ðïõ óçìáßíåé üñéï êáé óôï åîÞò,

üôáí ÷ñçóéìïðïéåßôáé, èá óçìáßíåé lim� → +∞, åêôüò êáé áí äéáöïñåôéêÜ ïñßæåôáé.
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ôüôå ãéá êÜèå � ≥ �0(") èá åßíáé

� >
1

"
Þ

1

�
< ";

äçëáäÞ

|a� | =
1

�
< "; ïðüôå a� =

1

�
→ 0:

ÐáñÜäåéãìá 1.1.5 - 2

Ç áêïëïõèßá

a� =
�2 − �

�2 + 1
; � ∈ N

óõãêëßíåé óôï 1, åðåéäÞ óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 1.1.5 - 1 åßíáé

|a� − 1| =
∣∣∣∣�2 − �

�2 + 1
− 1

∣∣∣∣ = � + 1

�2 + 1
≤ 2

�
< " ìå " > 0;

ïðüôå � > 2=". Ôüôå õðÜñ÷åé äåßêôçò �0 = �0("), ðïõ åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü

ôï 2=" êáé áõôü åðåéäÞ, áí åßíáé

�0 = áêÝñáéï ìÝñïò ôïõ

[
2

"

]
+ 1 = �0(");

ôüôå ãéá êÜèå � ≥ �0(") èá åßíáé

� >
2

"
Þ

2

�
< "; äçëáäÞ |a� − 1| < ";

ïðüôå lim a� = 1.

ÐáñÜäåéãìá 1.1.5 - 3

Íá äåé÷èåß üôé ç áêïëïõèßá

a� = (−1)� ; � ∈ N

äåí óõãêëßíåé óôï R.
Ëýóç. Áí ìå ôçí åéò Üôïðïí áðáãùãÞ õðïôåèåß üôé óõãêëßíåé ðñïò Ýíáí

áñéèìü, Ýóôù x, ôüôå ãéá êÜèå " > 0, Üñá êáé ãéá " = 1=2, èá õðÜñ÷åé

äåßêôçò �0 ∈ N, Ýôóé þóôå

|(−1)� − x| ≤ 1

2
ãéá êÜèå � ≥ �0:
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Ôüôå üìùò, åðåéäÞ �0 < �0 + 1 åßíáé

|(−1)�0 − x| < 1

2
êáé

∣∣(−1)�0+1 − x
∣∣ < 1

2
;

ïðüôå Ý÷ïõìå∣∣(−1)�0+1 − (−1)�0
∣∣ ≤ ∣∣(−1)�0+1 − x

∣∣+ |(−1)�0 − x| < 1

2
+

1

2
= 1;

äçëáäÞ
∣∣(−1)�0+1 − (−1)�0

∣∣ < 1, åíþ ðñïöáíþò
∣∣(−1)�0+1 − (−1)�0

∣∣ = 2.

¢ñá ç õðüèåóç üôé ç áêïëïõèßá óõãêëßíåé ïäçãåß óå Üôïðï, ðïõ óçìáßíåé

üôé ç a� äåí óõãêëßíåé óôï R.

A.1.6 Éäéüôçôåò óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþí

Äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá ìå ôç ìïñöÞ ðñïôÜóåùí ïé êõñéüôåñåò éäéüôçôåò ôùí

óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþí.

Ðñüôáóç 1.1.6 - 1. Ôï üñéï ìéáò óõãêëßíïõóáò áêïëïõèßáò (a�); � ∈ N
åßíáé ìïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíï.

Ðñüôáóç 1.1.6 - 2. ÊÜèå óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá åßíáé öñáãìÝíç. Ôï áíôßóôñïöï

äåí éó÷ýåé ðÜíôïôå, äçëáäÞ õðÜñ÷ïõí öñáãìÝíåò áêïëïõèßåò ðïõ äåí óõãêëßíïõí.

Ðñüôáóç 1.1.6 - 3. Ôï ãéíüìåíï ìçäåíéêÞò áêïëïõèßáò åðß öñáãìÝíç åßíáé

ìçäåíéêÞ áêïëïõèßá.

Áðü ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç ðñïêýðôåé:

Ðüñéóìá 1.1.6 - 1. Áí lim a� = a êáé k ∈ R, ôüôå

lim (ka�) = ka: (1.1.6 - 1)

Ðñüôáóç 1.1.6 - 4. Áí ç (b�) ; � ∈ N åßíáé ìéá ìçäåíéêÞ áêïëïõèßá êáé ç

áêïëïõèßá (a�) ; � ∈ N öñÜóóåôáé áðü ôçí áêïëïõèßá (b�) ; � ∈ N áðü êÜðïéï

äåßêôç êáé ìåôÜ, Ýóôù �1, äçëáäÞ áí éó÷ýåé

|a� | ≤ k |b� | ìå k > 0 ãéá êÜèå � ≥ �1;

ôüôå ç (a�) ; � ∈ N åßíáé åðßóçò ìçäåíéêÞ áêïëïõèßá.
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ÐáñÜäåéãìá 1.1.6 - 1

¸óôù ç áêïëïõèßá

a� =
5 sin2 �

�2 + � + 1
:

Ôüôå, åðåéäÞ óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 1.1.6 - 4 åßíáé

|a� | =
∣∣∣∣ 5 sin2 �

�2 + � + 1

∣∣∣∣ = 5
∣∣sin2 �∣∣

|�2 + � + 1|
≤ 5

�2 + � + 1
<

k︷︸︸︷
5

b�︷︸︸︷
1

�

êáé éó÷ýåé üôé lim b� = 1
� = 0, èá ðñÝðåé êáé lim a� = 0.

Ðüñéóìá 1.1.6 - 2. Áí |a� | ≤ |b� | ãéá êÜèå � ∈ N êáé ç (b�) åßíáé ìçäåíéêÞ

áêïëïõèßá, ôüôå êáé ç áêïëïõèßá (a�) åßíáé ìçäåíéêÞ.

Ðñüôáóç 1.1.6 - 5. Áí

b� ≤ a� ≤ � ãéá êÜèå � ≥ �0 êáé lim b� = lim � = a;

ôüôå èá ðñÝðåé êáé lim a� = a (éóïóõãêëßíïõóåò áêïëïõèßåò).

Ðñüôáóç 1.1.6 - 6. Áí äýï áêïëïõèßåò (a�) êáé (b�); � ∈ N óõãêëßíïõí

êáé éó÷ýåé a� < b� ãéá êÜèå � ∈ N, ôüôå a� ≤ b� .

Ðüñéóìá 1.1.6 - 3. Áí lim a� = a êáé a� < s ãéá êÜèå � ∈ N, ôüôå a ≤ s.

Ðüñéóìá 1.1.6 - 4. Áí lim a� = a êáé ó < a� ãéá êÜèå � ∈ N, ôüôå ó ≤ a.

A.1.7 ÐñÜîåéò ìåôáîý óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþí

¼ìïéá äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá ïé äõíáôÝò ðñÜîåéò ìåôáîý óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþí

ìå ôç ìïñöÞ ôùí ðáñáêÜôù ðñïôÜóåùí:

Ðñüôáóç 1.1.7 - 1 (üñéï áèñïßóìáôïò). Áí lim a� = a êáé lim b� = b,

ôüôå õðÜñ÷åé ôï lim (a� + b�) êáé éó÷ýåé

lim (a� + b�) = a+ b: (1.1.7 - 1)



392 Áêïëïõèßåò áñéèìþí Êáè. Á. ÌðñÜôóïò

ÐáñáôçñÞóåéò 1.1.7 - 1

i) Ç éó÷ýò ôçò Ðñüôáóçò 1.1.7 - 1 åðåêôåßíåôáé êáé óôçí ðåñßðôùóç åíüò

ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþí, äçëáäÞ éó÷ýåé

lim (a1� + a2� + : : :+ ak� )

= lim a1� + lim a2� + : : :+ lim ak� ; (1.1.7 - 2)

åíþ äåí éó÷ýåé áí ôï ðëÞèïò ôùí ðñïóèåôÝùí äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíï,

äçëáäÞ Üðåéñï.

ii) Ôï áíôßóôñïöï ôçò Ðñüôáóçò 1.1.7 - 1 äåí éó÷ýåé ðÜíôïôå, äçëáäÞ: áí

ôï Üèñïéóìá äýï áêïëïõèéþí åßíáé óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá, áõôü äåí

óõíåðÜãåôáé ðÜíôïôå üôé êáèåìéÜ áðü áõôÝò åßíáé óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá.

Åßíáé åðßóçò äõíáôüí óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ íá ìç óõãêëßíåé ïýôå ç ìßá

ïýôå ç Üëëç áêïëïõèßá.

Ðñüôáóç 1.1.7 - 2 (üñéï äéáöïñÜò). Áí lim a� = a êáé lim b� = b, ôüôå

õðÜñ÷åé ôï lim (a� − b�) êáé éó÷ýåé

lim (a� − b�) = a− b: (1.1.7 - 3)

Ðñüôáóç 1.1.7 - 3 (üñéï ãéíïìÝíïõ). Áí lim a� = a êáé lim b� = b, ôüôå

õðÜñ÷åé ôï lim (a� b�) êáé éó÷ýåé

lim (a� b�) = ab: (1.1.7 - 4)

ÐáñáôçñÞóåéò 1.1.7 - 2

i) Ç Ðñüôáóç 1.1.7 - 3 åðåêôåßíåôáé êáé óôçí ðåñßðôùóç åíüò ðåðåñáóìÝíïõ

ðëÞèïõò óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþí, äçëáäÞ

lim (a1� a2� · · · ak� ) = lim a1� lim a2� · · · lim ak� : (1.1.7 - 5)
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Åéäéêüôåñá, áí ïé k-áêïëïõèßåò åßíáé ßóåò, äçëáäÞ

ai� = a� ; i = 1; 2; : : : ; k êáé lim a� = a;

ôüôå éó÷ýåé

lim (a�)
k = (lim a�)

k = ak ãéá êÜèå k ∈ N: (1.1.7 - 6)

ii) Ç (1:1:7−5) äåí éó÷ýåé áí ôï ðëÞèïò ôùí ðáñáãüíôùí äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

iii) Ôï áíôßóôñïöï ôçò Ðñüôáóçò 1.1.7 - 3 äåí éó÷ýåé ãåíéêÜ.

Áðü ôéò ÐñïôÜóåéò 1.1.7 - 1 êáé 1.1.7 - 3 ðñïêýðôåé üôé:

Ðüñéóìá 1.1.7 - 1. Áí lim a� = a êáé lim b� = b, ôüôå

lim (ka� + ëb�) = ka� + ëb� (1.1.7 - 7)

ãéá êÜèå k; ë ∈ R (ãñáììéêÞ éäéüôçôá).

Ç ãñáììéêÞ éäéüôçôá ãåíéêåýåôáé ùò åîÞò:

áí lim ai� = ai êáé ki ∈ R, ôüôå

lim (k1a1� + k2a2� + : : :+ k�ak� )

= k1 lim a1� + k2 lim a2� + : : :+ k� lim ak� ;

Ðñüôáóç 1.1.7 - 4 (üñéï ðçëßêïõ). Áí lim a� = a êáé lim b� = b ̸= 0,

üðïõ b� ̸= 0 ãéá êÜèå � ∈ N, ôüôå õðÜñ÷åé ôï lim (a�=b�) êáé éó÷ýåé

lim
a�
b�

=
lim a�
lim b�

=
a

b
: (1.1.7 - 8)

ÐáñÜäåéãìá 1.1.7 - 1

¸óôù ç áêïëïõèßá

a� =
�2 + � + 5

3�2 + 1
;

ðïõ ãñÜöåôáé åðßóçò ùò åîÞò:

a� =
1 + 1

� + 5
�2

3 + 1
�2

:

Ôüôå, åðåéäÞ ç áêïëïõèßá
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• 1

�
(ÐáñÜäåéãìá 1.1.5 - 1) óõãêëßíåé óôï ìçäÝí, êáé

• ç
1

�2
óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 1.1.7 - 3, åðåéäÞ

1

�2
=

1

�
· 1
�
; åßíáé åðßóçò ìçäåíéêÞ;

óýìöùíá ìå ôéò ÐñïôÜóåéò 1.1.7 - 1 êáé 1.1.7 - 4 Ý÷ïõìå üôé:

lim a� = lim
�2 + � + 5

3�2 + 1
=

lim
(
1 + 1

� + 5
�2

)
lim
(
3 + 1

�2

)
=

1 + lim
(
1
�

)
+ 5 lim

(
1
�2

)
3 + lim

(
1
�2

) =
1 + 0

3 + 0
=

1

3
:

ÐáñáôçñÞóåéò 1.1.7 - 3

i) Ôï áíôßóôñïöï ôçò Ðñüôáóçò 1.1.7 - 4 äåí éó÷ýåé ðÜíôïôå, äçëáäÞ ç

ýðáñîç ôïõ ïñßïõ lim (a�=b�) äåí óõíåðÜãåôáé ðÜíôïôå ôçí ýðáñîç åíüò

áðü ôá lim a� Þ lim b� .

ii) Óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 1.1.7 - 4, áí a� = 1 êáé b� ̸= 0 ìå lim b� =

b ̸= 0, ôüôå áðü ôïí ôýðï (1:1:7− 6) Ý÷ïõìå

1

(b�)
k
=

1

bk
: (1.1.7 - 9)

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò (1:1:7− 6) êáé (1:1:7− 9) ðñïêýðôåé üôé:

Ðüñéóìá 1.1.7 - 2. Áí a� ̸= 0 êáé lim a� = a ̸= 0, ôüôå éó÷ýåé

lim (a�)
k = ak ãéá êÜèå k = ±1; ±2; : : : : (1.1.7 - 10)

Ç (1:1:7− 10) áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôçò (1:1:7− 6).

Ðñüôáóç 1.1.7 - 5 (üñéï áðüëõôçò ôéìÞò). Áí lim a� = a, ôüôå õðÜñ÷åé

ôï lim |a� | êáé éó÷ýåé
lim |a� | = |a|: (1.1.7 - 11)
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ÐáñáôçñÞóåéò 1.1.7 - 4

i) Ôï áíôßóôñïöï ôçò Ðñüôáóçò 1.1.7 - 5 äåí éó÷ýåé, üôáí a ̸= 0, äçëáäÞ:

áí lim |a� | = |a| ≠ 0; äåí óõíåðÜãåôáé üôé êáé lim a� = a

êáé áõôü åðåéäÞ åßíáé äõíáôüí ìßá áêïëïõèßá íá óõãêëßíåé áðüëõôá,

÷ùñßò üìùò ç ßäéá íá óõãêëßíåé.

ÅéäéêÜ, üôáí a = 0, éó÷ýåé ç ðáñáêÜôù éóïäõíáìßá:

lim a� = 0 ⇐⇒ − lim a� = 0 ⇐⇒ lim |a� | = 0: (1.1.7 - 12)

Ðñüôáóç 1.1.7 - 6 (üñéï ñßæáò). Áí lim a� = a, ôüôå

lim
√

|a� | =
√

|a| =
√

lim a� : (1.1.7 - 13)

ÐáñáôÞñçóç 1.1.7 - 1

Áðü ôçí Ðñüôáóç 1.1.7 - 6 ðñïêýðôåé üôé ôá óýìâïëá

lim êáé
√

åðéôñÝðåôáé íá åíáëëÜóóïíôáé áñéóôåñÜ áðü ôçí áêïëïõèßá (a�); � ∈ N.
Ç ãåíßêåõóç ôçò Ðñüôáóçò 1.1.7 - 6 äéáôõðþíåôáé ùò åîÞò:

Ðñüôáóç 1.1.7 - 7 (ãåíßêåõóç ñßæáò). Áí a� ≥ 0 ãéá êÜèå � ∈ N êáé

lim a� = a, ôüôå

lim k
√
a� = k

√
lim a� ìå k ∈ N: (1.1.7 - 14)

Áðü ôçí Ðñüôáóç 1.1.7 - 7 ðñïêýðôåé üôé:

Ðüñéóìá 1.1.7 - 3. Áí a > 0, ôüôå, áí

a� = a; åßíáé a� = lim �
√
a = 1; åíþ, áí

a� = �; lim �
√
� = 1:
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Óå óõìðëÞñùóç ôùí ðáñáðÜíù ðñïôÜóåùí äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá ïé åîÞò:

Ðñüôáóç 1.1.7 - 8. ¸óôù ç áêïëïõèßá

a� = ù� ; � ∈ N ìå |ù| < 1:

Ôüôå lim a� = 0.

Ðñüôáóç 1.1.7 - 9. Áí ù ∈ R êáé |ù| < 1, ôüôå

lim a� = íkù� = 0 ; � ∈ N ìå k = 0; ±1; ±2; : : : :

Ðñüôáóç 1.1.7 - 10. ¸óôù ìßá áêïëïõèßá (a�); � ∈ N ìå a� ̸= 0 ãéá êÜèå

� ∈ N. Ôüôå, áí ∣∣∣∣a�+1

a�

∣∣∣∣ < 1; åßíáé lim a� = 0:

Ðñüôáóç 1.1.7 - 11. Ãéá êÜèå x ∈ R éó÷ýåé üôé

lim
x�

� !
= 0:

Ó÷åôéêÜ ôþñá ìå ôç óýãêëéóç ìïíüôïíùí áêïëïõèéþí äå÷üìáóôå üôé éó÷ýåé:

Áîßùìá A.1.1. ÊÜèå ìïíüôïíç êáé öñáãìÝíç áêïëïõèßá ðñáãìáôéêþí áñéè-

ìþí óõãêëßíåé óå êÜðïéïí ðñáãìáôéêü áñéèìü.

Ôï áîßùìá áõôü, áí êáé áöïñÜ ìüíï ôéò ìïíüôïíåò áêïëïõèßåò, äßíåé ìßá

éêáíÞ óõíèÞêç ýðáñîçò ôïõ ïñßïõ áêïëïõèßáò. Åðßóçò åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç

óôï R ôïõ ïñßïõ ìéáò áêïëïõèßáò ìå ïñéóìÝíåò ðñïûðïèÝóåéò, áëëÜ äåí äßíåé

êáìßá Ýíäåéîç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ.

¢ìåóåò óõíÝðåéåò ôïõ áîéþìáôïò åßíáé ïé åðüìåíåò äýï ðñïôÜóåéò:
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Ðñüôáóç 1.1.7 - 12. Áí ìßá áêïëïõèßá (a�); � ∈ N åßíáé áýîïõóá êáé

Ý÷åé ùò Ýíá Üíù öñÜãìá ôïí áñéèìü s, ôüôå åßíáé óõãêëßíïõóá êáé éó÷ýåé

lim a� ≤ s.

Ðñüôáóç 1.1.7 - 13. Áí ìßá áêïëïõèßá (a�); � ∈ N åßíáé öèßíïõóá êáé

Ý÷åé ùò Ýíá êÜôù öñÜãìá ôïí áñéèìü ó, ôüôå åßíáé óõãêëßíïõóá êáé éó÷ýåé

ó ≤ lim a� .

A.1.8 Ï áñéèìüò e

Áðïäåéêíýåôáé óýìöùíá ìå ôïõò ïñéóìïýò ôçò ÐáñáãñÜöïõ A.1.5 üôé ç áêïëïõèßá

a� =

(
1 +

1

�

)�

; � ∈ N

åßíáé ãíÞóéá áýîïõóá, åíþ ç áêïëïõèßá

b� =

(
1 +

1

�

)�+1

; � ∈ N

åßíáé ãíÞóéá öèßíïõóá.

Åðßóçò áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýåé:

2 = á1 ≤ a� < b� ≤ b1 = 4: (1.1.8 - 1)

Ôüôå óýìöùíá ìå ôï Áîßùìá A.1.1 ãéá ôéò ïñéáêÝò ôéìÝò ôùí éó÷ýåé:

2 ≤ lim a� ≤ lim b� = 4: (1.1.8 - 2)

ÁëëÜ
lim a�
lim b�

= lim
a�
b�

= lim

(
1 +

1

�

)
= 1: (1.1.8 - 3)

Áðü ôéò 1:1:8− 1) êáé 1:1:8− 3) ðñïêýðôåé üôé lim a� = lim b� .

Ïñéóìüò 1.1.8 - 1 (áñéèìïý e). Ï áñéèìüò e ïñßæåôáé ùò ç êïéíÞ ïñéáêÞ

ôéìÞ ôùí áêïëïõèéþí (a�); � ∈ N êáé (b�); � ∈ N, äçëáäÞ

e = lim

(
1 +

1

�

)�

= lim

(
1 +

1

�

)�+1

(1.1.8 - 4)

üðïõ éó÷ýåé üôé (
1 +

1

�

)�

≤ e ≤
(
1 +

1

�

)�+1

: (1.1.8 - 5)



398 Áêïëïõèßåò áñéèìþí Êáè. Á. ÌðñÜôóïò

Ï áñéèìüò e, ðïõ óõìâïëéóìüò ôïõ åéóÞ÷èç áðü ôïí Euler ôï 1736, ðáßæåé

óðïõäáßï ñüëï óôá ÌáèçìáôéêÜ êáé êõñßùò ôá ÅöáñìïóìÝíá, åíþ áðïäåéêíýå-

ôáé óôçí ÁíÜëõóç üôé äåí åßíáé ñçôüò, ïýôå áëãåâñéêüò, äçëáäÞ äåí áðïôåëåß

ñßæá êáìéÜò áëãåâñéêÞò åîßóùóçò (êáôÜ óõíÝðåéá äåí åßíáé Üññçôïò), áëëÜ,

üðùò êáé ï áñéèìüò �, ìç áëãåâñéêüò Þ õðåñâáôéêüò áñéèìüò.3 Ìßá ðñïóÝããéóÞ

ôïõ óôá 3 äåêáäéêÜ øçößá åßíáé e ≈ 2:718.

3Ôï üôé åßíáé õðåñâáôéêüò áðåäåß÷èç áðü ôïí Hermite êáé ç áíáêÜëõøç áõôÞ èåùñåßôáé ùò

ìßá áðü ôéò óðïõäáéüôåñåò áíáêáëýøåéò ôùí Ìáèçìáôéêþí. Ôï 1882 ï Lindemann áðÝäåéîå

üôé êáé ï áñéèìüò � åßíáé õðåñâáôéêüò êáé êáôÜ óõíÝðåéá ôï Üëõôï ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôïõ

ôåôñáãùíéóìïý ôïõ êýêëïõ ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç.


