
ΕΛΕΓΧΟΙ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ –
ΔΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ

Παναγιώτα Λάλου



• Η Εκτιμητική ή Συμπερασματική Στατιστική είναι ο κλάδος της 
Στατιστικής που ασχολείται με την εξαγωγή συμπερασμάτων για 
έναν πληθυσμό, βάση των αποτελεσμάτων που λαμβάνονται από 
ένα δείγμα. 

• Ελέγχος Υπόθεσης είναι η διαδικασία κατά την οποία
χρησιμοποιούμε τιμές από το δείγματα για να βγάλουμε
συμπεράσματα για τις αντίστοιχες παραμέτρους των πληθυσμών
από τους οποίους προέρχονται αυτά τα δείγματα.



Μας ενδιαφέρει να εξετάσουμε μια υπόθεση αν είναι αληθής ή όχι στον 
ΠΛΗΘΥΣΜΟ

• Παραδείγματα: Ερευνητικά ερωτήματα που θέλουμε εξετάσουμε για 
ΠΛΗΘΥΣΜΟΥΣ

• Οι κατοικοι της Ικαρίας παρουσιάζουν χαμηλότερη αρτηριακή πίεση από 
τους κατοίκους της Αττικής;

• Ένα συγκεκριμένο φάρμακο κατεβάζει το επίπεδο τριγλυκεριδίων;

• Η αύξηση στην φορολογία στα τσιγάρα σχετίζεται με την μείωση του 
καπνίσματος;



Στον έλεγχο υποθέσεων ξεκινάμε διατυπώνοντας δύο Υποθέσεις:

• Μηδενική υπόθεση η οποία συμβολίζεται με Ηο

• Εναλλακτική υπόθεση η οποία συμβολίζεται με 𝐇𝟏.

Εφαρμόζοντας το κατάλληλο στατιστικό κριτήριο, θα πρέπει να 
αποφασίσουμε ποια από τις δύο είναι αληθής στον πληθυσμό.

Για παράδειγμα:  Αν θέλουμε να εξετάσουμε αν οι μέση τιμή αρτηριακής πίεσης είναι ίδια στην Ικαρία και 
στην Αττική, έχουμε να επιλέξουμε μεταξύ των δύο υποθέσεων:

Μηδενική υπόθεση: Ηο: μ1=μ2 (οι μέσες τιμές πίεσης είναι ίσες)

Εναλλακτική υπόθεση: μ1 ≠μ2  (οι μέσες τιμές διαφέρουν)



ΣΦΑΛΜΑΤΑ

• Σε κάθε έλεγχο είναι δυνατόν να πραγματοποιηθούν δύο ειδών 
σφάλματα: 

• Σφάλμα τύπου Ι: Απόρριψη της Ηο ενώ στην πραγματικότητα είναι 
αληθής.

• Σφάλμα τύπου ΙΙ: Απόρριψη της H1(Αποδοχή της Ηο) ενώ στην 
πραγματικότητα η H1 είναι αληθής.



Πραγματική κατάσταση

Απόφαση

Σωστό συμπέρασμα

Σωστό συμπέρασμα Σφάλμα τύπου ΙΙ
Pr(σφάλμα τύπου ΙΙ)=β



• ΤΥΠΟΙ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ

• α=P(σφάλμα τύπου Ι)=P(Απόρριψη της Ηο ενώ στην πραγματικότητα είναι 
αληθής)

• β=P(σφάλμα τύπου ΙΙ)=P(Αποδοχή της Ηο ενώ στην πραγματικότητα η 
H1 είναι αληθής)

• Η πιθανότητα γ= 1-β ονομάζεται ισχύς του ελέγχου και εκφράζει  το 
ποσοστό των «σωστών» απορρίψεων της Ηο.



• Η πιθανότητα του σφάλματος μπορεί να υπολογιστεί. 

• Μας ενδιαφέρει κυρίως το σφάλμα τύπου Ι: α (δηλαδή λανθασμένης απόρριψης της Ηο)

• Αυτό που γίνεται στην πράξη είναι να οριοθετείται μια πιθανότητα για το σφάλμα τύπου Ι: α 

που είμαστε διατεθειμένοι να ανεχτούμε.  Η πιθανότητα αυτή λέγεται επίπεδο σημαντικότητας και οι 

συνηθισμένες τιμές της είναι α=0,05  (5%)  ή  α=0,1  (10%)

• Δηλαδή: 

Το μέγιστο αποδεκτό επίπεδο της πιθανότητας σφάλματος Τύπου Ι (λανθασμένης απόρριψης
της Η0), συμβολίζεται με α και ονομάζεται επίπεδο σημαντικότητας του ελέγχου

• Επίπεδο σημαντικότητας α=0,05 σημαίνει οτι η ανεκτή πιθανότητα λάθους είναι 5% και οτι 

απορρίπτουμε την Ηο, μόνο αν η πιθανότητα σφάλματος στην απόρριψη της, υπολογιστεί μικρότερη 

από 5%



Κανόνες καθορισμού των υποθέσεων

• 1.  Ως Ηο επιλέγεται η υπόθεση που δηλώνει ότι στον πληθυσμό η 
κατάσταση παραμένει αμετάβλητη (δεν υπάρχει αλλαγή / διαφοροποίηση)

• 2.  Ως Η1 επιλέγεται η υπόθεση της οποίας η λανθασμένη αποδοχή της 
εγκυμονεί τους περισσότερους κινδύνους



• Ξεκινάμε με τον ισχυρισμό ότι η μηδενική υπόθεση αληθεύει

Παρόμοια με την έννοια του “αθώος μέχρι να αποδειχθεί ένοχος”

Έτσι, υποθέτοντας ότι η Ηο είναι αληθής, αν αυτό που «προκύπτει από το 
δείγμα» είναι  ότι έχει πολύ μικρή πιθανότητα να συμβεί  (η πιθανότητα 
σφάλματος στην απόρριψη της είναι μικρή), τότε απορρίπτουμε την Ηο

• Σε αντίθετη περίπτωση, τότε το δείγμα που πήραμε δε μας δίνει αρκετές 
ενδείξεις για την απόρριψη της Ηο και «αποτυγχάνουμε να την 
απορρίψουμε»  



Υπάρχουν 2 τρόποι για να αποφασίσουμε ποια υπόθεση είναι αληθής:

• 1ος τρόπος:  Με υπολογισμό του p-value

Υπολογίζουμε την τιμή του p-value, και την συγκρίνουμε με το προκαθορισμένο επίπεδο 
σημαντικότητας (συνήθως α=0,05).

Το p-value είναι η πιθανότητα σφάλματος στην απόρριψη της Ηο.

Αν p-value≤ 𝜶 τότε απορρίπτουμε την Ηο.  (και δεχόμαστε οτι ισχύει η Η1)

Αν p-value> 𝜶 τότε αποδεχόμαστε την Ηο.

• Το p-value είναι ένα μέτρο το οποίο εκφράζει πόσο ισχυρές είναι οι αποδείξεις που προκύπτουν 
εναντίον της Η0 από το συγκεκριμένο δείγμα που εξετάζουμε

Αυτόν τον τρόπο θα ακολουθήσουμε στο εργαστήριο όπου ο υπολογισμός του p-value θα γίνει στο 
SPSS.



2ος τρόπος: Με υπολογισμό της Κρίσιμης Περιοχής 

• Κρίσιμη Περιοχή R oνομάζεται η περιοχή απόρριψης της Μηδενικής Υπόθεσης Ηο

Κρίσιμες Τιμές

Περιοχή Απόρριψης

/2

30

a/2a

Αυτός είναι ένας αμφίπλευρος έλεγχος διότι υπάρχει μια περιοχή 

απόρριψης και στα δύο άκρα

Επίπεδο Σημαντικότητας =  α



ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ

• 1) Ορίζουμε τις υποθέσεις Ηο και Η1

• 2) Υπολογίζουμε την τιμή του στατιστικού κριτηρίου.

• 3) Βρίσκουμε την κρίσιμη τιμή, από κατάλληλο πίνακα. Αυτή είναι η οριακή 
πιθανότητα απόρριψης της Ηο.

• 4) Συγκρίνοντας την τιμή του στατιστικού κριτηρίου και την κρίσιμη τιμή, 
ελέγχουμε αν βρισκόμαστε στην κρίσιμη περιοχή. Αν βρίσκομάστε στην 
κρίσιμη περιοχή, απορρίπτουμε την υπόθεση Ηο. Διαφορετικά την 
αποδεχόμαστε. 



ΕΙΔΗ ΕΛΕΓΧΩΝ

• Μονόπλευροι στατιστικοί έλεγχοι

Υποθέτουμε ότι 𝜇 = 600 εκτός εάν η 
μέση τιμή του δείγματος είναι 
σημαντικά μεγαλύτερη από 600

Απόρριψη H0

600

𝐻0: μ = 600

𝐻1: μ < 600

𝐻0: μ = 600

𝐻1: μ > 600

Υποθέτουμε ότι 𝜇 = 600 εκτός εάν η 
μέση τιμή του δείγματος είναι 
σημαντικά μικρότερη από 600

Μη απόρριψη H0

600 𝑥 𝑥

Απόρριψη H0 Μη απόρριψη H0



Αμφίπλευροι στατιστικοί έλεγχοι

• Η εναλλακτική υπόθεση εκφράζεται στη μορφή ≠

𝐻0: μ = 600

𝐻1: μ ≠ 600

Υποθέτουμε ότι 𝜇 = 600, εκτός εάν διαπιστωθεί ότι η 
μέση τιμή του δείγματος διαφέρει σημαντικά από 

την τιμή 600

Απόρριψη 𝐻0
Μη απόρριψη 𝛨0

𝑥

Απόρριψη 𝐻0

600



ΔΙΑΣΤΗΜΑΤΑ ΕΜΠΙΣΤΟΣΥΝΗΣ

• Ένα Δ.Ε. είναι μια εκτίμηση με τη μορφή ενός διαστήματος [𝐿, 𝑈]
που δείχνει το εύρος εντός του οποίου αναμένεται να βρίσκεται
μία παράμετρος 𝜃 ενός πληθυσμού

Pr 𝐿 ≤ 𝜃 ≤ 𝑈 = 1 − 𝛼

• Κάθε Δ.Ε. χαρακτηρίζεται από ένα επίπεδο σημαντικότητας 𝛼
(significance level) που ορίζει το επίπεδο εμπιστοσύνης 𝟏 − 𝜶
(confidence level)

• To επίπεδο εμπιστοσύνης αναπαριστά την πιθανότητα το διάστημα
εμπιστοσύνης να περιλαμβάνει την εξεταζόμενη παράμετρο του
πληθυσμού

• Συνηθισμένα επίπεδα εμπιστοσύνης: 90%, 95%, 99% (𝛼 = 10%, 5%, 1%)
• Το εύρος του διαστήματος γίνεται μεγαλύτερο όσο το επίπεδο

εμπιστοσύνης αυξάνει



1ος έλεγχος:  Ελεγχος και Δ.Ε. διαφοράς μέσων τιμών σε ανεξάρτητους 
πληθυσμούς για μικρά δείγματα και με ισότητα διασπορών (σ1=σ2=σ)

Το στατιστικό κριτήριο t δίνεται από τον τύπο: 

1 2

1 2

1 1
n n

x x
t

s

−
=

+

Έλεγχοι υποθέσεων και δ.ε. για διαφορά μέσων τιμών σε ανεξάρτητους πληθυσμούς σε 
μικρά δείγματα και με ισότητα διασπορών (σ1 =σ2 =σ): 
 
H0: μ1=μ2 
Η1: μ1>μ2 

H0: μ1=μ2 
Η1: μ1<μ2 

H0: μ1=μ2 
Η1: μ1≠μ2 

1 2 2;{ }n n aR t t + −=   
1 2 2;{ }n n aR t t + −=  −  

1 2 2;
2
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R t t
+ −
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Το Διάστημα Εμπιστοσύνης για την διαφορά: μ1-μ2



Παράδειγμα

• Μετρήθηκε το κάλιο του ορού σε 9 υγιή άτομα και σε 4 άτομα που έπασχαν 
από μία νόσο. Στα υγιή άτομα βρέθηκε μέση τιμή 4 m Eq/L  και σταθερή 
απόκλιση 0.9 m Eq/L, ενώ στους ασθενείς βρέθηκε μέση τιμή 5 m Eq/L  και 
σταθερή απόκλιση 0.8 m Eq/L. 

Υπάρχει διαφορά των μέσων τιμών του καλίου του ορού στις δύο αυτές 
ομάδες; 



Υπολογισμοί:

• Έστω ότι στο προηγούμενο παράδειγμα ενδιαφερόμαστε να ελέγξουμε αν 
Η0: μ1=μ2, έναντι της υπόθεσης: Η1: μ1 ≠ μ2

• 𝑠2 =
(𝑛1−1)𝑠1

2+(𝑛2−1)𝑠2
2

𝑛1+𝑛2−2
=

9−1 0,92+(4−1)0,82

9+4−2
=

8∗0,81+3∗0,64

11
= 0,764

• 𝑡 =
𝑥1−𝑥2

𝑠∗
1

𝑛1
+

1

𝑛2

=
4−5

0,764∗
1

9
+

1

4

=
−1

0,874∗0,601
=

−1

0,525
= −1,904

• Άρα, η τιμή του στατιστικού κριτηρίου στην περίπτωσή μας είναι       -1,904.



Συνέχεια

• Στη συνέχεια θα υπολογίσουμε την κρίσιμη τιμή. 

• Είδατε ότι με βάση τον τύπο η κρίσιμη τιμή είναι η 𝑡𝑛1+𝑛2−2;
𝑎

2

• Στην περίπτωσή μας, n1=9 , n2=4 και α=0,05.

• Από τον πίνακα (βλέπε επόμενη διαφάνεια) για τις τιμές της 
κατανομής t βρίσκουμε ότι 𝑡𝑛1+𝑛2−2;

𝑎

2
= 𝑡11;0,025 = 2,2011





• Η κρίσιμη περιοχή είναι η:

• R= 𝑡 > 𝑡
𝑛1+𝑛2−2;

𝑎

2
.

• Προφανώς |t|=|-1,904|=1,904 < 𝑡𝑛1+𝑛2−2 =2,201

• Άρα, δεν βρισκόμαστε στην κρίσιμη περιοχή R.

• Οπότε, δεν μπορούμε να απορρίψουμε την Η0.

• Άρα η απάντηση είναι: Δεν υπάρχει διαφορά στις μέσες τιμές καλίου 
υγιών και νοσούντων απ τη συγκεκριμένη ασθένεια.



• ΑΣΚΗΣΗ: Μετρήσαμε την αρτηριακή πίεση σε δυο ανεξάρτητες ομάδες παιδιών, 
αποτελούμενες από 8 και 10 παιδιά αντίστοιχα. Στην 1η ομάδα τα παιδιά έχουν υπερτασικούς 
γονείς, ενώ οι γονείς των παιδιών της 2ης ομάδας δεν παρουσιάζουν υπέρταση. Υποθέτουμε οτι 
οι τιμές ακολουθούν κανονική κατανομή με κοινή διασπορά 𝜎2. Υπάρχει διαφορά στη μέση τιμή 
πίεσης παιδιών υπερτασικών και παιδιών μη υπερτασικών γονιών σε επίπεδο σημντικότητας 
α=10%;

ΟΜΑΔΑ Α

100 102 96 106 110 120 112 90

ΟΜΑΔΑ Β

104 88 100 98 102 92 96 100 96 97



ΛΥΣΗ
• Υποθέσεις:

Ηο:  μ1=μ2

Η1:  μ1≠ 𝜇2

𝒙𝒊 𝒙𝒊
𝟐

100 10000

102 10404

96 9216

106 11236

110 12100

120 14400

112 12544

90 8100

Σ𝒙𝒊=836 Σ𝒙𝒊
𝟐=88000

𝒙𝒊 𝒙𝒊
𝟐

104 10816

88 7744

100 10000

98 9604

102 10404

92 8464

96 9216

100 10000

96 9216

97 9409

Σ𝒙𝒊=973 Σ𝒙𝒊
𝟐=94873



Υπολογισμός μέσων τιμών:

ҧ𝑥1 =
σ𝑖=1

8 𝑥𝑖

𝑛1
=

836

8
=104,5 ҧ𝑥2 =

σ𝑖=1
10 𝑥𝑖

𝑛2
=

973

10
= 97,3

Υπολογισμός διασπορών:

𝑠1
2 =

1

𝑛1 − 1
෍

𝑖=1

8

𝑥𝑖
2 −

σ𝑖=1
8 𝑥𝑖

2

𝑛1
=

1

7
88000 −

8362

8
= 91,143

𝑠2
2 =

1

𝑛2−1
σ𝑖=1

10 𝑥𝑖
2 −

σ𝑖=1
10 𝑥𝑖

2

𝑛2
=

1

9
94873 −

9732

10 =22,236  

Οπότε η συνολική διασπορά s2 είναι:

𝑠2 =
(𝑛1−1)𝑠1

2 + (𝑛2 − 1)𝑠2
2

𝑛1 + 𝑛2 − 2
=

8 − 1 ∗ 91,143 + 10 − 1 ∗ 22,236

8 + 10 − 2
= 52,38



• Η τιμή του στατιστικού κριτηρίου είναι:

• 𝑡 =
𝑥1−𝑥2

𝑠∗
1

𝑛1
+

1

𝑛2

=
104,5−97,3

52,38∗
1

8
+

1

10

=2,1

• Από τον πίνακα βρίσκουμε ότι η κρίσιμη τιμή είναι 𝑡𝑛1+𝑛2−2;
𝑎

2
=

𝑡16;0,05 =1,746

• Είναι  t> 𝑡𝑛1+𝑛2−2;
𝑎

2
οπότε είμαστε στην κρίσιμη περιοχή κι επομένως 

απορρίπτουμε την Ηο

Αρα υπάρχει διαφορά στην αρτηριακή πιεση 



2ος έλεγχος: Έλεγχος ισότητας μέσων τιμών για παρατηρήσεις 
κατά ζεύγη (Paired t-test)

Έλεγχοι υποθέσεων και δ.ε. για παρατηρήσεις κατά ζεύγη: 
 
H0: μ1=μ2 
Η1: μ1>μ2 

H0: μ1=μ2 
Η1: μ1<μ2 

H0: μ1=μ2 
Η1: μ1≠μ2 

1;{ }n a

z

z
R n t

s
−=   1;{ }n a

z

z
R n t

s
−=  −  

1;
2

{ }a
n

z

z
R n t

s −
=   

 

1; 1;
2 2

( , )z z
a a

n n

s s
z t z t

n n− −
− + , όπου i iz x y= − . 

Διάστημα Εμπιστοσύνης για το μ1-μ2



Παράδειγμα 1:

Σε ένα θερμοκήπιο μετρήθηκε η παραγωγή ανθέων σε 8 φυτά έπειτα από 
προσθήκη των λιπασμάτων Α και Β. 

A 9 8 9 7 10 11 8 7

B 8 10 8 7 12 10 9 8

Υπάρχει διαφορά στην παραγωγή ανθέων ανάλογα με τον τύπο λιπάσματος; 
(α=0,05)



ΛΥΣΗ

• Οι υποθέσεις του ελέγχου είναι:

• Μηδενική υπόθεση:   Ηο: 𝝁𝟏 = 𝝁𝟐 (𝝁𝒛 = 𝟎)

• Εναλλακτική υπόθεση:  Η1:  𝝁𝟏 ≠ 𝝁𝟐 (𝝁𝒛 ≠ 𝟎)

• Ορίζουμε την μεταβλητή:    𝒛𝒊 = 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊

Στον παρακάτω πίνακα υπολογίζουμε τις διαφορές:



𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒛𝒊 = 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊 𝒛𝒊
𝟐

9 8 1 1

8 10 -2 4

9 8 1 1

7 7 0 0

10 12 -2 4

11 10 1 1

8 9 -1 1

7 8 -1 1

Σ𝒛𝒊=-3 Σ𝒛𝒊
𝟐=13



Θα χρειαστεί να υπολογίσουμε την μέση τιμή ҧ𝑧 και την διασπορά 
𝑠𝑧
2:

ҧ𝑧 =
σ𝑖=18 𝑧𝑖

𝑛
=

−3

8
= −0,375

𝑠𝑧
2 =

1

𝑛−1
σ𝑖=1

𝑛 𝑧𝑖
2 −

σ𝑖=1
𝑘 𝑧𝑖

2

𝑛
=

1

8−1
13 −

(−3)2

8
=1,696

Άρα η τυπική απόκλιση είναι: 𝑠𝑧 = 1,696 = 1,302



To στατιστικό κριτήριο είναι:
ҧ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 =

−0,375

1,302
8 = 0,815

H κρίσιμη τιμή (όπως φαίνεται από τον πίνακα της επόμενης σελίδας)

είναι η: 𝑡𝑛−1;
𝛼

2
= 𝑡7;0,025 =2,365

Η κρίσιμη περιοχή είναι: R=
ҧ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 > 𝑡𝑛−1;

𝑎

2
.

Είναι 0,815<2,365 δηλαδή :
ҧ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 < 𝑡7;0,025 . Άρα δεν είμαστε στη

κρίσιμη περιοχή , οπότε ΔΕΝ απορρίπτουμε την Ηο.

Επομένως, δεν πάρχει διαφορά στην παραγωγή ανθέων ανάλογα με τον 
τύπο λιπάσματος





Παράδειγμα 2:

Η αρτηριακή πίεση 10 ασθενών πρίν (X) και μετά (Y) τη χορήγηση φαρμάκου 
κατά της πίεσης είναι:

Να ελεγχθεί σε επίπεδο σημαντικότητας 5%, εαν το συγκεκριμένο φάρμακο 
είναι αποτελεσματικό κατά της πίεσης. Υποθέτουμε οτι οι τιμές ακολουθούν 
κανονική κατανομή.

X 13 15 18 14 12 13 15 16 18 19

Y 12 13 15 15 14 13 13 14 14 13



ΛΥΣΗ

• Οι υποθέσεις του ελέγχου είναι:

• Μηδενική υπόθεση:   Ηο: 𝝁𝟏 = 𝝁𝟐 (𝝁𝒛 = 𝟎)

• Εναλλακτική υπόθεση:  Η1:  𝝁𝟏 > 𝝁𝟐 (𝝁𝒛 > 𝟎)

• Ορίζουμε την μεταβλητή:    𝒛𝒊 = 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊

Στον παρακάτω πίνακα υπολογίζουμε τις διαφορές:



𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒛𝒊 = 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊 𝒛𝒊
𝟐

13 12 1 1

15 13 2 4

18 15 3 9

14 15 -1 1

12 14 -2 4

13 13 0 0

15 13 2 4

16 14 2 4

18 14 4 16

19 13 6 36

Σ𝒛𝒊=17 Σ𝒙𝒊
𝟐=79



Θα χρειαστεί να υπολογίσουμε την μέση τιμή ҧ𝑧 και την διασπορά 𝑠𝑧
2:

ҧ𝑧 =
σ𝑖=4 𝑧𝑖

𝑛
=

17

10
= 1,7

𝑠𝑧
2 =

1

𝑛−1
σ𝑖=1

𝑛 𝑧𝑖
2 −

σ𝑖=1 𝑧𝑖
2

𝑛
=

1

10−1
79 −

172

10
=5,57

Άρα η τυπική απόκλιση είναι: 𝑠𝑧 = 5,57 = 2,36



To στατιστικό κριτήριο είναι:
ҧ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 =

1,7

2,36
10 = 2,278

H κρίσιμη τιμή (όπως φαίνεται από τον πίνκα της επόμενης σρλίδας)

είναι η: 𝑡𝑛−1;𝛼 = 𝑡9;0,05 =1,833

Η κρίσιμη περιοχή είναι: 𝑅 = {
ǉ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 > 𝑡𝑛−1;𝑎}

Είναι 2,278>1,833 δηλαδή
ǉ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 > 𝑡𝑛−1;𝑎 οπότε είμαστε στην κρίσιμη περιοχή

κι επομένως απορρίπτουμε την Ηο.

Δηλαδή η δράση του φαρμάκου είναι αποτελεσματική κατά της πίεσης.





Παράδειγμα 3:

• Σε τέσσερα άτομα με αυξημένες τιμές των τριγλυκεριδίων του ορού, χορηγήθηκε για ένα 
μήνα φάρμακο που πιστεύεται ότι ελαττώνει τα επίπεδα των τριγλυκεριδίων. Οι τιμές των 
τριγλυκεριδίων στα τέσσερα αυτά άτομα πριν και μετά την χορήγηση του φαρμάκου

• Ελαττώνει τα επίπεδα των τριγλυκεριδίων το φάρμακο αυτό; (α=0,05)

Πριν τη χορήγηση Μετά την χορήγηση

180 120

200 220

240 130

230 160



ΛΥΣΗ

• Οι υποθέσεις του ελέγχου είναι:

• Μηδενική υπόθεση:   Ηο: 𝝁𝟏 = 𝝁𝟐 (𝝁𝒛 = 𝟎)

• Εναλλακτική υπόθεση:  Η1:  𝝁𝟏 > 𝝁𝟐 (𝝁𝒛 > 𝟎)

• Ορίζουμε την μεταβλητή:    𝒛𝒊 = 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊

Στον παρακάτω πίνακα υπολογίζουμε τις διαφορές:



𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒛𝒊 = 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊 𝒛𝒊
𝟐

180 120 60 3600

200 220 -20 400

240 130 110 12100

230 160 70 4900

Σ𝒛𝒊=220 Σ𝒛𝒊
𝟐=21000



ҧ𝑧 =
σ𝑖=4 𝑧𝑖

𝑛
=

220

4
= 55

𝑠𝑧
2 =

1

𝑛−1
σ𝑖=1

𝑛 𝑧𝑖
2 −

σ𝑖=1 𝑧𝑖
2

𝑛
=

1

4−1
21000 −

2202

4
=2966,67

Άρα η τυπική απόκλιση είναι: 𝑠𝑧 = 2966,67 = 54,4671



To στατιστικό κριτήριο είναι:
ҧ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 =

55

54,4671
4 = 2,019

H κρίσιμη τιμή είναι η: 𝑡𝑛−1;𝛼 = 𝑡3;0,05 = 2,353

Η κρίσιμη περιοχή είναι: 𝑅 = {
ǉ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 > 𝑡𝑛−1;𝑎}

Είναι 2,019<2,353 δηλαδή
ǉ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 < 𝑡𝑛−1;𝑎 οπότε δεν είμαστε στην

κρίσιμη περιοχή κι επομένως δεν απορρίπτουμε την Ηο.

Δηλαδή το φάρμακο δεν ελαττώνει τα επίπεδα των τριγλυκεριδίων



ΑΣΚΗΣΗ:  Πέντε άτομα που έπασχαν από μια νόσο θερμομετρήθηκαν το πρωί 
(ομάδα Α) και το βράδυ (ομάδα Β) της ίδιας μέρας. Οι τιμές της θερμοκρασίας 
(σε οC) ήταν:

• Υπάρχει διαφορά μεταξύ πρωινής και βραδινής θερμοκρασίας;

• Να βρεθεί ένα Δ.Ε για τη διαφορά μέσων τιμών 



ΛΥΣΗ

• Οι υποθέσεις του ελέγχου είναι:

• Μηδενική υπόθεση:   Ηο: 𝝁𝟏 = 𝝁𝟐 (𝝁𝒛 = 𝟎)

• Εναλλακτική υπόθεση:  Η1:  𝝁𝟏 ≠ 𝝁𝟐 (𝝁𝒛 ≠ 𝟎)

• Ορίζουμε την μεταβλητή:    𝒛𝒊 = 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊

Στον παρακάτω πίνακα υπολογίζουμε τις διαφορές:



𝒙𝒊 𝒚𝒊 𝒛𝒊 = 𝒙𝒊 − 𝒚𝒊 𝒛𝒊
𝟐

37,8 37, 0,7 0,49

38,2 37,4 0,8 0,64

38,1 37,2 0,9 0,81

38,1 37,3 0,8 0,64

37,6 37 0,6 0,36

3,8 2,94



• Έχουμε: ҧ𝑧 =
σ𝑖=1

5 𝑧𝑖

𝑛
=

0,7+0,8+0,9+0,8+0,,6

5
=

3,8

5
= 0,76

• Η διασπορά είναι:

𝑠𝑧
2 =

1

𝑛−1
σ𝑖=1

𝑛 𝑧𝑖
2 −

σ𝑖=1
𝑘 𝑧𝑖

2

𝑛
=

1

5−1
2,94 −

3,82

5
=0,013

• Άρα, η τυπική απόκλιση είναι: 𝑠𝑧 = 0,013 = 0,114



• To στατιστικό κριτήριο είναι:
ҧ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 =

0,76

0,114
5 =14,91

• H κρίσιμη τιμή είναι η: 𝑡
𝑛−1;

𝑎

2
= 𝑡4;0,025

• Την τιμή αυτή θα την βρούμε από τον Πίνακα της κατανομής t, που
δίνεται στην επόμενη διαφάνεια.

• Βλέπουμε ότι 𝑡4;0,025=2,776





• Η κρίσιμη περιοχή είναι η:

• R= 
ҧ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 > 𝑡𝑛−1;

𝑎

2
.

• Προφανώς 14,91 =
ҧ𝑧

𝑠𝑧
𝑛 > 𝑡

𝑛−1 ;
𝑎

2
=2,776

• Άρα, βρισκόμαστε στην κρίσιμη περιοχή R.

• Οπότε, απορρίπτουμε την Η0 και αποδεχόμαστε ότι ισχύει η ΗΑ. 

• Άρα συμπεραίνουμε ότι η μέση πρωινή θερμοκρασία διαφέρει στατιστικά 
σημαντικά από τη μέση βραδινή θερμοκρασία, στον πληθυσμό αναφοράς.



Υπολογισμός 95% Διαστήματος Εμπιστοσύνης

• Για το 95% Δ.Ε. γνωρίζουμε ότι δίνεται από την σχέση:

( ҧ𝑧 −
𝑠𝑧

𝑛
𝑡
𝑛−1 ;

𝑎

2
,

ҧ𝑧 +
𝑠𝑧

𝑛
𝑡
𝑛−1 ;

𝑎

2
)

• Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση παίρνουμε:

(0,76 −
0,114

5
∗ 2,776 , 0,76 +

0,114

5
∗ 2,776) = (0,618   ,   0,902)

• Άρα, είμαστε 95% σίγουροι ότι στον πληθυσμό αναφοράς η διαφορά της μέσης 
πρωινής από τη μέση βραδινή θερμοκρασία βρίσκεται στο (0,618   ,   0,902)

o Παρατηρείστε ότι το 95% Δ.Ε. δεν περιέχει το 0.



3ος έλεγχος:  Ι)Έλεγχος υποθέσεων μέσης τιμής ενός πληθυσμού 
(𝝈 γνωστό)

• Στατιστικό κριτήριο      𝑧𝑥 =
𝑥−𝜇0 𝑛

σ

H0: μ=μο 
Η1: μ>μο 

H0: μ=μο 
Η1: μ<μο 

H0: μ=μο 
Η1: μ≠μο 

R={𝑍𝑥 > 𝑍1− 𝛼} R={𝑍𝑥 < −𝑍1− 𝛼} R={ 𝑍𝑥  > 𝑍1− 𝛼/2} 

 

Διάστημα Εμπιστοσύνης:      𝑥 − 𝛧1−𝛼/2
𝜎

 𝑛
, 𝑥 + 𝛧1−𝛼/2

𝜎

 𝑛
  



• ΙΙ) Έλεγχος υποθέσεων μέσης τιμής ενός πληθυσμού (𝝈
άγνωστο)

• Στατιστικό κριτήριο             𝑡𝑥 =
𝑥−𝜇0

𝑠/ 𝑛

H0: μ=μο 
Η1: μ>μο 

H0: μ=μο 
Η1: μ<μο 

H0: μ=μο 
Η1: μ≠μο 

R={𝑡𝑥 > 𝑡𝑛−1,1− 𝛼} R={𝑡𝑥 < −𝑡𝑛−1,1− 𝛼} R={ 𝑡𝑥  > 𝑡𝑛−1,1− 𝛼/2} 

 

Διάστημα Εμπιστοσύνης               𝑥 − 𝑡𝑛−1,1−𝛼/2
𝑠

 𝑛
, 𝑥 + 𝑡𝑛−1,1−𝛼/2

𝑠

 𝑛
  



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ:

• Μια εταιρεία κινητής τηλεφωνίας θεωρεί ότι ο μέσος μηνιαίος χρόνος 
ομιλίας των χρηστών είναι 600 λεπτά

• Για ένα δείγμα 49 συνδρομητών βρέθηκε ότι ο μέσος χρόνος ομιλίας είναι 
690 λεπτά/μήνα

• Η τυπική απόκλιση του πληθυσμού είναι 300 λεπτά/μήνα

• Είναι σωστός ο ισχυρισμός της εταιρείας σε επίπεδο σημαντικότητας 5%;



ΛΥΣΗ

• Οι υποθέσεις είναι:
𝐻0: 𝜇 = 600

𝐻1: 𝜇 ≠ 600

• Στατιστικό κριτήριο:  𝑍𝑥 =
𝑥−𝜇0 𝑛

σ
=

(690−600) 49

300
= 2,1

• Κρίσιμη τιμή: 𝑧1−𝛼/2 = 1,96

Η κρίσιμη περιοχή είναι: R={ 𝑍𝑥 > 𝑍1−𝛼/2}

Άρα είμαστε στην κρίσιμη περιοχή και άρα απορρίπτεται η Ηο

Επομένως ο ισχυρισμός της εταιρείας  ότι 𝜇 = 600 𝛿𝜀𝜈 𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄





4ος Ελεγχος:  Έλεγχος Ανεξαρτησίας δυο κατηγορικών μεταβλητών –

Ελεγχος 𝚾𝟐

• Με τον έλεγχο αυτό, ελέγχουμε αν για δύο κατηγορικές μεταβλητές,είναι 
ανεξάρτητες ή όχι δηλαδή αν επηρεάζει η μία την άλλη. Αν βρεθεί εξάρτηση δεν 
είμαστε σε θέση να πούμε ποια είναι η αιτία και ποιο το αποτέλεσμα.

• Εστω ότι ένας πληθυσμός εξετάζεται ως προς 2 χαρακτηριστικά (μεταβλητές) Α 
και Β. 

Α   \ Β Β1 Β2 . . . Bs Σύνολο

Α1 𝑛11 𝑛12 … 𝑛1𝑠 𝑛1∙

Α2 𝑛21 𝑛22 … 𝑛2𝑠 𝑛2∙

⋮

Αr 𝑛𝑟1 𝑛𝑟2 … 𝑛𝑟𝑠 𝑛𝑟∙

Σύνολο 𝑛∙1 𝑛∙2 … 𝑛∙𝑠 n



Ηο: Οι μεταβλητές Α και Β είναι ανεξάρτητες

Η1: Οι μεταβλητές Ακαι Β δεν είναι ανεξάρτητες

Κρίσιμη περιοχή:  𝑅 = {𝑋2 > 𝑋2
(𝑟−1)(𝑠−1);𝑎}

𝑿𝟐 = σ
(𝑶𝒊𝒋−𝑬𝒊𝒋)

𝟐

𝑬𝒊𝒋

όπου: 𝑶𝒊𝒋 = 𝒏𝒊𝒋 οι παρατηρούμενες τιμές  (Observed)

𝑬𝒊𝒋=
𝒏𝒊∙ 𝒏∙𝒋

𝒏
οι αναμενόμενες τιμές (Expected)

Ή αλλιώς:

𝑬𝒊𝒋 =
𝜜𝜽𝝆𝝄𝜾𝝈𝝁𝜶 𝒊 𝜸𝝆𝜶𝝁𝝁𝜼𝝇 × Ά𝜽𝝆𝝄𝜾𝝈𝝁𝜶 𝒋 𝝈𝝉𝜼𝝀𝜼𝝇

𝒏

Στην κρίσιμη τιμή 𝑋2
(𝑟−1)(𝑠−1);𝑎 r: αριθμός γραμμών

s: αριθμός στηλών



Προυποθέσεις εφαρμογής του ελέγχου:

• 1. Τα δείγματα είναι τυχαία. 

• 2. Οι παρατηρήσεις είναι ανεξάρτητες. 

• 3. Όλες οι αναμενόμενες (θεωρητικές) συχνότητες είναι μεγαλύτερες 
από 1. 

• 4. Το πολύ 20% από τις αναμενόμενες συχνότητες είναι μικρότερες 
από 5.



Παράδειγμα 1
Μια έρευνα σε δείγμα 500 ατόμων έδειξε οτι οι 200 ήταν καπνιστές. Μετά από 
ειδικό φόρο που επιβλήθηκε, σε καινούρια έρευνα, σε δείγμα 600 ατόμων, οι 
210 ήταν καπνιστές. Τα αποτελέσματα αυτά φαίνονται στο παρακάτω πίνακα:

Επέδρασε η φορολογία στη χρήση του τσιγάρου? (α=0,05)

Κάπνισμα

Φορολογία Καπνιστές Μη καπνιστές

Πριν το φόρο 200 300

Μετά τον φόρο 210 390



• Αν Α: Κάπνισμα  (καπνιστές – μη καπνιστές)

Β: Φορολογία  (πριν το φόρο – μετά τον φόρο)

Ηο: Οι μεταβλητές Α και Β είναι ανεξάρτητες

Η1: Οι μεταβλητές Ακαι Β δεν είναι ανεξάρτητες

Υπολογίζουμε το άθροισμα κάθε γραμμής και στήλης:

Κάπνισμα

Φορολογία Καπνιστές Μη 

καπνιστές

ΣΥΝΟΛΟ

Πριν το φόρο 200 300 500

Μετά τον 

φόρο

210 390 600

ΣΥΝΟΛΟ 410 690 1100



• Οι εκτιμόμενες συχνότητες:

• Ε11 =
𝑛1∙ ×𝑛∙1

𝑛
=

500∙410

1100
= 186,36

• Ε12 =
𝑛1∙ ×𝑛∙2

𝑛
=

500∙690

1100
= 313,64

• Ε21 =
𝑛2∙ ×𝑛∙1

𝑛
=

600∙410

1100
= 223,64

• Ε22 =
𝑛2∙ ×𝑛∙2

𝑛
=

600∙690

1100
= 376,36



Η κρίσιμη τιμή, απο πίνακες είναι:

𝑋2
(𝑟−1)(𝑠−1);𝑎 = 𝑋2

(2−1)(2−1);0.05 = 𝑋2
1;0.05 = 3,841

Η κρίσιμη περιοχή: 𝑅 = {𝑋2 > 𝑋2
(𝑟−1)(𝑠−1);𝑎}

Είναι: 𝑋2< 𝑋2
1;0.05 = 3,841, άρα δεν απορρίπτουμε την Ηο, κι επομένως οι 

μεταβλητές είναι ανεξάρτητες, δηλαδή ο φόρος δεν επιδρά στην κατανάλωση 
τσιγάρου

𝑋2 = ෍
(𝑂𝑖𝑗 − 𝐸𝑖𝑗)

2

𝐸𝑖𝑗
=

(200 − 186,36)2

186,36
+

(300 − 313,64)2

313,64
+

(210 − 223,64)2

223,64
+

(390 − 376,36)2

376,36
= 2,92





Παράδειγμα 2

Σε 500 μαθητές δημοτικού σχολείου μελετήθηκε η σχέση της υγείας του 
στόματος τους με τη χλωρίωση του νερού στην περιοχή διαμονής τους. Η 
κατανομή των 500 μαθητών ανάλογα με την υγεία του στόματος και τη 
χλωρίωση του νερού ήταν:

Σχετίζεται η υγεία του στόματος των μαθητών με τη χλωρίωση του νερού;

Υγιεινή στόματος

Χλωρίωση νερού Κακή Μέτρια Καλή

Ανεπαρκής 80 120 75

Επαρκής 40 80 105



• Στο παράδειγμα αυτό θα ελέγξουμε αν η υγιεινή του στόματος (Α) σχετίζεται 
με τη χλωρίωση (Β).

• Επειδή και οι 2 μεταβλητές είναι ποιοτικές, θα χρησιμοποιήσουμε τον έλεγχο 
Χ2. 

• Για τον έλεγχο αυτό έχουμε ότι:

Η0: Οι μεταβλητές Α και Β είναι ανεξάρτητες

Η1: Οι μεταβλητές Α και Β δεν είναι ανεξάρτητες

Στην επόμενη διαφάνεια υπολογίζουμε το άθροισμα κάθε γραμμής και στήλης.



Υπολογίζουμε το άθροισμα κάθε γραμμής και στήλης:

Υγιεινή στόματος

Χλωρίωση 

νερού

Κακή Μέτρια Καλή ΣΥΝΟΛΟ

Ανεπαρκής 80 120 75 275

Επαρκής 40 80 105 225

ΣΥΝΟΛΟ 120 200 180 500



• Οι εκτιμώμενες συχνότητες είναι:

• Ε11 =
𝑛1∙ ×𝑛∙1

𝑛
=

275∙120

500
= 66

• Ε12 =
𝑛1∙ ×𝑛∙2

𝑛
=

275∙200

500
= 110

• Ε13 =
𝑛1∙ ×𝑛∙3

𝑛
=

275∙180

500
=99

• Ε21 =
𝑛2∙ ×𝑛∙1

𝑛
=

225∙120

500
= 54

• Ε22 =
𝑛2∙ ×𝑛∙2

𝑛
=

225∙200

500
= 90

• Ε23 =
𝑛2∙ ×𝑛∙3

𝑛
=

225∙180

500
=81



Η κρίσιμη τιμή, απο πίνακες είναι:

𝑋2
𝑟−1 ∗(𝑠−1);𝑎 = 𝑋2

2−1 ∗(3−1);0.05 = 𝑋2
2;0.05 = 5,99

Η κρίσιμη περιοχή: 𝑅 = {𝑋2 > 𝑋2
(𝑟−1)(𝑠−1);𝑎}

Άρα, είμαστε στην κρίσιμη περιοχή, αφού 21,55>5,99

Επομένως απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση και δεχόμαστε ότι η χλωρίωση του 

νερού επηρεάζει την κατάσταση του σώματος των μαθητών.

𝑋2 = ෍
(𝑂𝑖𝑗 − 𝐸𝑖𝑗)

2

𝐸𝑖𝑗
=

(80 − 66)2

66
+

(120 − 110)2

110
+

(75 − 99)2

99
+

(40 − 54)2

54
+

(80 − 90)2

90
+

(105 − 81)2

81
= 21,55





Παράδειγμα 3

Στον παρακάτω πίνακα φαίνονται τ αποτελέσματα από μία έρευνα που μελετά 
τη σχέση της νόσου Αλτσχάιμερ με τη σωματική άσκηση.

Σχετίζεται η σωματική άσκηση με την νόσο Αλτσχάιμερ; (α=0,1)

Επίπεδο σωματικής άσκησης

Νόσος Αυξημένο Μέτριο Χαμηλό

Ασθενείς 85 105 110

Υγιείς 125 120 100



• Για τον έλεγχο αυτό έχουμε ότι:

Η0: Οι μεταβλητές Α και Β είναι ανεξάρτητες

Η1: Οι μεταβλητές Α και Β δεν είναι ανεξάρτητες

Επίπεδο σωματικής άσκησης

Νόσος Αυξημένο Μέτριο Χαμηλό ΣΥΝΟΛΟ

Ασθενείς 85 105 110 300

Υγιείς 125 120 100 345

ΣΥΝΟΛΟ 210 225 210 645



• Ε11 =
𝑛1∙ ×𝑛∙1

𝑛
=

300∙210

645
= 97,674

• Ε12 =
𝑛1∙ ×𝑛∙2

𝑛
=

300∙225

645
= 104,651

• Ε13 =
𝑛1∙ ×𝑛∙3

𝑛
=

300∙210

645
= 97,674

• Ε21 =
𝑛2∙ ×𝑛∙1

𝑛
=

345∙210

645
= 112,326

• Ε22 =
𝑛2∙ ×𝑛∙2

𝑛
=

345∙225

645
= 120,349

• Ε23 =
𝑛2∙ ×𝑛∙3

𝑛
=

345∙210

645
= 112,326



𝑋2 = ෍
(𝑂𝑖𝑗 − 𝐸𝑖𝑗)

2

𝐸𝑖𝑗
=

(85 − 97,674)2

97,674
+

(105 − 104,651)2

104,651
+

(110 − 97,674)2

97,674
+

(125 − 112,326)2

112,326

+
(120 − 120,349)2

120,349
+

(100 − 112,326)2

112,326
= 5,983

Η κρίσιμη τιμή, απο πίνακες είναι:

𝑋2
𝑟−1 ∗(𝑠−1);𝑎 = 𝑋2

2−1 ∗(3−1);0.05 = 𝑋2
2;0.05 = 5,99



Η κρίσιμη περιοχή: 𝑅 = {𝑋2 > 𝑋2
(𝑟−1)(𝑠−1);𝑎}

Άρα, ΔΕΝ είμαστε στην κρίσιμη περιοχή, αφού 

𝑋2=5,983 και     𝑋2
2;0.1 = 4,61

Επομένως απορρίπτουμε την μηδενική υπόθεση, δηλαδή η 

σωματική άσκηση σχετίζεται με τη νόσο Αλτσχάιμερ


