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ΙΙΙ. ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗ (ΙΣΟΖΥΓΙΟ) ΡΟΗΣ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΟΡΜΗΣ ΑΣΥΜΠΙΕΣΤΗ ΡΟΗ 

Έστω ένα υδραυλικό σύστηµα το οποίο περιέχεται σε έναν όγκο ελέγχου CV, συνολικού όγκου V, και το οποίο 

ανταλλάσει µάζα µε το περιβάλλον µε ρυθµούς (παροχές µάζας) im& , (i=1,…, N), όπου iiiiii UAQm ρ=ρ=&  και 

ρi είναι η πυκνότητα του ρευστού που διαπερνά τη διατοµή Ai µε µέση ταχύτητα Ui. Όπως είναι γνωστό, η 

ογκοµετρική παροχή του ρευστού από τη διατοµή i είναι iii UAQ = .  

Επίσης, εκτός από µάζα, διαµέσου των Ν διατοµών το σύστηµα ανταλλάσει και γραµµική ορµή µε το περιβάλλον.  

Η παροχή γραµµικής ορµής ορίζεται ως η ποσότητα γραµµικής ορµής [{µικρή µάζα}×{ταχύτητα της} = ∆m⋅U] 

που περνά από µια επιφάνεια στη µονάδα του χρόνου, η οποία έχει διαστάσεις 

[ ] 22

3
LTML

T

L

L

M

T

L
UAUmU

t

mU −⋅==ρ==
∆
∆

&  και µονάδες στο SI, kgm/s
2
 ή N.  

Η παροχή γραµµικής ορµής µπορεί είτε να είναι εκροή γραµµικής ορµής από το σύστηµα είτε να είναι εισροή 

γραµµικής ορµής προς το σύστηµα. 

Η συνολική γραµµική ορµή που περιέχεται στο σύστηµα (εντός αµετάβλητου όγκου ελέγχου) πρέπει να παραµένει 

σταθερή, και ισχύει  

Ο νόµος διατήρησης της γραµµικής ορµής (Ισοζύγιο γραµµικής ορµής):  
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Το ισοζύγιο γραµµικής ορµής διατυπώνεται συµβολικά µε την παρακάτω διανυσµατική εξίσωση  
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όπου UCM είναι το διάνυσµα της ταχύτητας του κέντρου µάζας του όγκου ελέγχου.  

Στις περιπτώσεις που στον όγκο ελέγχου δεν αλλάζει η γραµµική ορµή (π.χ. όγκος ελέγχου ακίνητος ή κινούµενος 

µε σταθερή ταχύτητα και ασυµπίεστη ροή) τότε, η ποσότητα στην πρώτη αγκύλη του αριστερού σκέλους του 

ισοζυγίου µηδενίζεται και το ισοζύγιο γραµµικής ορµής γίνεται: 

 

Ισοζύγιο γραµµικής ορµής – Ασυµπίεστη ροή – σταθερός όγκος ελέγχου:  
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που διατυπώνεται συµβολικά στην παρακάτω διανυσµατική εξίσωση  
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Αναλυτικές διατυπώσεις του Ισοζυγίου Γραµµικής Ορµής 

Θεωρούµε έναν όγκο ελέγχου CV που καθορίζεται από τις επιφάνειες ελέγχου Αi, i=1,N. Θεωρούµε την ‘απλή’ 

περίπτωση όπου όλες οι επιφάνειες είναι κάθετες στο επίπεδο του σκαριφήµατος (πρόβληµα 2 διαστάσεων). 

Σε κάθε επιφάνεια Αi ορίζεται ένα µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα, in̂ , κάθετο σε αυτήν, που έχει µήκος 1ˆ
i =n  και 

φορά από τον όγκο ελέγχου “προς τα έξω”. 

Ορίζουµε τους άξονες ενός συστήµατος συντεταγµένων Oxy µε τη βοήθεια δύο άλλων µοναδιαίων διανυσµάτων, 

xê  & yê , που καθένα έχει φορά τη φορά των αξόνων. Ισχύει 1ˆˆ
yx == ee  & yx

ˆˆ ee ⊥  άρα 

0ˆ,ˆcosˆˆ
yxyx ==⋅ eeee  

Σε κάθε επιφάνεια Ai, θεωρούµε µια ενιαία (σταθερή σε όλη την επιφάνεια) ταχύτητα, Ui. Για το διάνυσµα της 

ταχύτητεας ισχύει iii Un̂U = .  Οι µέσες ταχύτητες Ui θεωρούνται πάντα κάθετες στις διατοµές Ai.  

Επίσης, σε κάθε επιφάνεια Αi, θεωρούµε επιφανειακή δύναµη, ( )ii n̂t . Αυτή αποτελείται από δύο συνιστώσες, µια 

δύναµη πίεσης piAi και µια διατµητική δύναµη τiAi.  Οι συνιστώσες της δύναµης προκύπτουν από την εφαρµογή 

µιας µέσης ενιαίας πίεσης (ορθής τάσης), pi, και µιας µέσης ενιαίας διατµητικής τάσης, τi, σε κάθε επιφάνεια 

εµβαδού Ai. H (piAi) είναι πάντα κάθετη προς την επιφάνεια (ορθή) και κατά σύµβαση µε φορά αντίθετη του in̂ , 

ενώ η (τiAi) είναι παράλληλη στην επιφάνεια (διατµητική) και θεωρείται ότι έχει ως θετική φορά τη φορά του 

αντίστοιχου που θα πάρει το in̂  της επιφάνειας εάν αυτό περιστραφεί ανθωρολογιακά (  ) κατά 90
ο
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η αρχή διατήρησης της παροχής γραµµικής ορµής σε έναν όγκο ελέγχου (το ισοζύγιο γραµµικής ορµής) αποτελεί 

µια διανυσµατική εξίσωση (ενώ το ισοζύγιο µάζας ή το ισοζύγιο όγκου σε ασυµπίεστη ροή αποτελεί µια βαθµωτή 

εξίσωση). H συµβολική διατύπωση αυτού του ισοζυγίου απαιτεί ανώτερες γνώσεις διανυσµατικού λογισµού.  

Εάν αναλύσουµε τη διανυσµατική εξίσωση του ισοζυγίου γραµµικής ορµής για ασυµπίεστη ροή και σταθερό όγκο 

ελέγχου, δηλαδή την εξίσωση (2), στις συνιστώσες της σε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων Οxy θα 

πάρουµε 2 βαθµωτές εξίσώσεις, 1 στη διεύθυνση Ox και 1 στη διεύθυνση Oy:  

∆ιεύθυνση Οx 
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∆ιεύθυνση Οy 
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όπου   

ba,  είναι η γωνία του τόξου που διαγράφει µε ανθωρολογιακή φορά το πρώτο διάνυσµα (a) (γύρω από την αρχή 

του) µέχρι να γίνει οµόρροπο µε το δεύτερο διάνυσµα (b). 

FB είναι η σωµατική δύναµη (body force) που δρα στη µάζα που περιέχεται στον όγκο ελέγχου εξ αιτίας κάποιου 

εξωτερικού πεδίου π.χ. επιτάχυνσης, βαρύτητας, ηλεκτροµαγνητικού πεδίου κλπ  
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xê  

Αi+1 ΑΝ 

Αi-1 

CV 

xê  
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