ΜΑΘΗΜΑ 6 


ΘΕΜΑΤΟΛΟΓΊΑ 

1.Δεσμευμένη ή υπό συνθήκη πιθανότητα.
2.Ανεξάρτητα ενδεχόμενα, πολλαπλασιαστικός κανόνας, θεώρημα του Baye’s.
Ασκήσεις

Ανεξάρτητα ενδεχόμενα
Δύο ενδεχόμενα Α και Β θα είναι ανεξάρτητα, αν όταν συμβαίνει το ένα δεν μας δίνει καμία πληροφορία για το άλλο. Δηλ.,
P(A/B) = P(A) = P(A[image: \cap]B) / P(B) ή
P(A[image: \cap]B) = P(A)P(B).
Τα ενδεχόμενα Α και Β λέγονται ανεξάρτητα (independent) (ή ακριβέστερα στοχαστικά ανεξάρτητα ή στατιστικά ανεξάρτητα ή ανεξάρτητα κατά πιθανότητα), αν P(A∩B) = P(A) P(B) Σε μερικές περιπτώσεις, χρησιμοποιείται η ορολογία “Α ανεξάρτητο του Β” αν P(A|B)=P(A). Ομοίως “Β ανεξάρτητο του Α” αν P(B|A)=P(B). Στην ορολογία αυτή υποτίθεται ότι P(B)>0 στην πρώτη περίπτωση και P(A)>0 στην δεύτερη περίπτωση. Είναι προφανές (λόγω της πολλαπλασιαστικής αρχής) ότι αν το Α είναι ανεξάρτητο του Β τότε και το Β είναι ανεξάρτητο του Α και αντίστροφα (οπότε τα Α και Β είναι ανεξάρτητα) με την προϋπόθεση ότι P(A)>0 και P(B)>0. Με τον ορισμό της ανεξαρτησίας όμως που δώσαμε οι συνθήκες P(A)>0 και P(B)>0 δεν είναι απαραίτητες.
Ο ορισμός της ανεξαρτησίας είναι ισοδύναμος με το ότι τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ανεξάρτητα αν το γεγονός ότι το ένα έχει συμβεί δεν επηρεάζει την πιθανότητα να συμβεί το άλλο.
Ο παραπάνω ορισμός γενικεύεται και για τα τρία ενδεχόμενα Α,Β,Γ ή και περισσότερα. Μόνο που σε αυτή την περίπτωση, π.χ. για 3 ενδεχόμενα εξετάζουμε τις πιθανότητες των ενδεχομένων ανά 2 και ανα 3. Τα ενδεχόμενα Α,Β,Γ θα είναι ανεξάρτητα αν
P(A[image: \cap]B) = P(A)P(B),
P(Α[image: \cap]Γ) = P(A)P(Γ),
P(Β[image: \cap]Γ) = P(Β)P(Γ) και
P(Α[image: \cap]Β[image: \cap]Γ) = P(A)P(B)P(Γ).

Παρατηρήσεις
1. Στα ανεξάρτητα ενδεχόμενα η πραγματοποίηση του ενός δεν επηρεάζει την πιθανότητα της πραγματοποίησης του αλλού
2. Δύο ενδεχόμενα, Α,Β με [image: A \neq \varnothing, B \neq \varnothing] ξένα μεταξύ τους δεν είναι ανεξάρτητα αφού [image: P (A \cap B) = 0] ενώ [image: P(A) * P(B) \neq 0]
3. Μπορούμε να επεκτείνουμε τον ορισμό της ανεξαρτησίας και σε περισσότερα των δύο ενδεχομένων. Έτσι: Το σύνολο των ενδεχομένων A1,A2,....Aν θα λέμε ότι αποτελεί σύνολο ανεξάρτητων ενδεχομένων, αν για κάθε υποσύνολο A1,A2,....Aκ του [image: 1 \leq \kappa \leq \nu] ισχύει: [image: P(A_1\cap A_2 \cap .... \cap A_{\kappa})= P(A_1)P(A_2)....P(A_{\kappa})]
Αυτό σημαίνει ότι για να είναι τρία ενδεχόμενα ανεξάρτητα θα πρέπει να ισχύουν ταυτόχρονα
[image: P(A_1 \cap A_2) = P(A_1) P(A_2), P(A_1 \cap A_3)=P(A_1) P(A_3), P(A_2 \cap A_3) = P(A_2) P(A_3), P(A_1 \cap A_2 \cap A_3) =  P(A_1) P(A_2) P(A_3)]

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1ο
Η πιθανότητα να τραβήξουμε φιγούρα με δεδομένο ότι υπάρχουν μόνο κούπες είναι 3/13.Εάν τώρα δεν γνωρίζαμε ότι υπάρχουν μόνο κούπες και τραβούσαμε από ολόκληρη την τράπουλα τότε:
P(A/B) = P(A) = P(A[image: \cap]B) / P(B) = 12/52 =3/13.
Σε αυτή την περίπτωση λέμε ότι τα ενδεχόμενα Α και Β είναι ανεξάρτητα. Με άλλα λόγια το γεγονός ότι γνωρίζουμε ότι υπάρχουν μόνο κούπες δεν επηρέασε την πιθανότητα να τραβήξουμε φιγούρα.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2ο
Έστω ένας φοιτητής εξετάζεται σε μια πρόοδο, η οποία έχει δύο θέματα
το πρώτο έχει 4 πιθανές απαντήσεις και το δεύτερο 5.
Αν ο εξεταζόμενος φοιτητής απαντάει στην τύχη, τότε ποια η πιθανότητα να απαντήσει και στις δύο σωστά?
ΛΥΣΗ
2/20

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3ο
Μια οικογένεια έχει 2 παιδιά. Ποια η πιθανότητα να είναι και τα 2 αγόρια δεδομένου ότι τουλάχιστον ένα από αυτά είναι αγόρι; (Υποθέστε ότι η πιθανότητα γέννησης α ή κ είναι 0,49 και 0,51 αντίστοιχα).
Τα δυνατά αποτελέσματα του πειράματος εδώ είναι: Ω= {(α,α), (α,κ), (κ,α), (κ,κ)}
Όπου πχ. το στοιχειώδες ενδεχόμενο (α,κ) αντιστοιχεί στο αποτέλεσμα: πρώτο παιδί αγόρι, δεύτερο παιδί κορίτσι κοκ. Τα στοιχειώδη ενδεχόμενα εδώ δεν είναι ισοπίθανα.
Έστω Α={(α,α)} το ενδεχόμενο να είναι και τα 2 παιδιά αγόρια και Β={(α,κ), (κ,α), (α,α)}, το ενδεχόμενο τουλάχιστον ένα από τα παιδιά να είναι αγόρι.
Ζητείται η P(A/B)=
[image: \frac {P(A\cap{B})}{P(B)}]=
[image: \frac{P(\alpha,\alpha)}{P[(\alpha,\alpha), (\alpha, \kappa), (\kappa,\alpha)]}]
Επειδή το δεύτερο παιδί είναι α ή κ ανεξάρτητα από το πρώτο και αντίστροφα, θα έχουμε ότι:
· P(A[image: \cap]B)= P(A)= P(το πρώτο παιδί αγόρι και το δεύτερο παιδί αγόρι)=P(το πρώτο παιδί αγόρι)P(το δεύτερο παιδί αγόρι)=0,492
· P(B)= 1-P(B)= 1-P(το πρώτο παιδί κορίτσι και το δεύτερο παιδί κορίτσι)= 1-P(το πρώτο παιδί κορίτσι)P(το δεύτερο παιδί κορίτσι)= 1-0,512
Άρα, τελικά P(A/B)=
[image: \frac {P(A\cap{B})}{P(B)}]=
[image: \frac{0,49^2}{1-0,51^2}=32,45%]

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 4ο
Για την ασφαλή πτήση ενός αεροπλάνου με δύο κινητήρες, πρέπει να δουλεύει ο ένας τουλάχιστον κινητήρας. Οι κινητήρες δουλεύουν ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλον. Αν υποθέσουμε ότι η πιθανότητα να πάθει κάποιος κινητήρας βλάβη είναι 0,003, να βρεθεί η πιθανότητα για μια ασφαλή πτήση.

ΛΥΣΗ
Το αεροπλάνο δεν εκτελεί ασφαλή πτήση, όταν πάθουν βλάβη και οι δύο κινητήρες. Επειδή οι κινητήρες λειτουργούν ανεξαρτήτως ο ένας από τον άλλον, η πιθανότητα να πάθουν βλάβη και οι δύο συγχρόνως είναι ίση με 0,003 · 0,003. Άρα, η πιθανότητα μιας ασφαλούς πτήσης είναι ίση με
1 - 0,003 · 0,003 = 0,999991 δηλαδή 99,9991%.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 5ο
Από τρεις όμοιες μηχανές ενός εργοστασίου η πρώτη (Ι) παράγει το 20%, η δεύτερη (ΙΙ) το 30% και η τρίτη (ΙΙΙ) το 50% της συνολικής παραγωγής ενός εξαρτήματος. Επιπλέον, το 5% της παραγωγής της μηχανής Ι, το 4% της ΙΙ και το 2% της ΙΙΙ είναι ελαττωματικά εξαρτήματα. Δύο ερωτήσεις του λεγόμενου ποιοτικού ελέγχου είναι οι εξής:
i) Αν επιλέξουμε τυχαίως ένα εξάρτημα σε ένα κατάστημα πωλήσεων ποια είναι η πιθανότητα να είναι ελαττωματικό;
ΛΥΣΗ

Αν A1, A2 και A3 είναι τα ενδεχόμενα το επιλεγμένο εξάρτημα να προέρχεται από τις μηχανές Ι, ΙΙ και ΙΙΙ αντιστοίχως, τότε P(A1) = 0,2 , P(A2 ) = 0,3 και P(A3 ) = 0,5. Τα A1, A2 και A3 είναι ανά δύο ξένα μεταξύ τους και επιπλέον A1 ∪ A2 ∪ A3 = Ω.
Αν Α είναι το ενδεχόμενο το επιλεγμένο εξάρτημα να είναι ελαττωματικό, τότε
A = (A ∩ A1) ∪ (A ∩ A2) ∪ (A ∩ A3)
και
P(A) = P(A ∩ A1) + P(A ∩ A2) + P(A ∩ A3). (1) Από τα δεδομένα του προβλήματος έχουμε P(A|A1) = 0,05, P(A|A2) = 0,04 και P(A|A3) = 0,02. Επομένως:
i) Από την (1) και τον πολλαπλασιαστικό νόμο των πιθανοτήτων έχουμε:
P(A) = P(A1) · P(A|A1) + P(A2) · P(A|A2) + P(A3) · P(A|A3 = 0,2 · 0,05 + 0,3 · 0,04 + 0,5 · 0,02 = 0,032.

Πολλαπλασιαστικός κανόνας πιθανοτήτων
Πολλές φορές όταν θέλουμε να βρούμε την πιθανότητα για να συμβαίνουν συγχρόνως δύο ενδεχόμενα Α και Β, χρησιμοποιούμε κατάλληλα τη δεσμευμένη πιθανότητα του ενός όταν δίνεται οτι συμβαίνει το άλλο. Έτσι

[image: P(A \cap B)]= [image: \cdot P(A|B)P(B)]
  Όπου

 [image: P(A \cap B)]  από κοινού πιθανότητα 
   P(A | B)  υπό συνθήκη πιθανότητα του Α δεδομένου του Β
   P(B)  η οριακή πιθανότητα του Β
Ο παραπάνω μαθηματικός τύπος είναι ο γενικός κανόνας του πολλαπλασιασμού των πιθανοτήτων και εφαρμόζεται σε εξαρτημένα ενδεχόμενα. Για ανεξάρτητα ενδεχόμενα ισχύει ότι P(A | B) = P(A) και τότε ο τύπος γίνεται:

[image: P(A \cap B)]= [image: \cdot P(A)P(B)]

Γενικά αν έχουμε τα ενδεχόμενα, A1,...,An[image: \subset] Ω, τότε
P(A1[image: \cap]A2...[image: \cap]An) = P(A1)P(A2 / A1)P(A3 / [image: A_1\cap]A2)...P(An / [image: A_1\cap]...[image: \cap]An − 1), αν P(A1[image: \cap]A2[image: \cap]...[image: \cap]An − 1)>0

Παράδειγμα Ι
Τραβάμε τρία χαρτιά (χωρίς επανάθεση) από μια τράπουλα με 52 χαρ- τιά. Ποια είναι η πιθανότητα να τραβήξουμε 3 άσσους; Έστω ότι επιλέγουμε ένα-ένα τα τρία χαρτιά και έστω Αi = {i χαρτί άσσος}, i=1,2,3.
Θα ισχύει ότι: P(A1[image: \cap]A2[image: \cap]A3)=
P(A1)P(A2 / A1)P(A3 / [image: A_1\cap]A2)=
[image: \frac{4}{52}\frac{3}{51}\frac{2}{50}]=[image: \frac {1}{5525}]
Να σημειωθεί ότι τα ενδεχόμενα δεν είναι ανεξάρτητα.
Παράδειγμα ΙΙ
Από την κληρωτίδα με τους 100 αριθμούς 1,2,3,...., 100 βγάζουμε διαδοχικά δύο αριθμούς, χωρίς επανατοποθέτηση. Ποιά η πιθανότητα να είναι και οι δύο αριθμοί ζυγοί;
Απάντηση
Συμβολίζουμε με Αi το ενδεχόμενο να βγάλουμε ζυγό αριθμό στην i εξαγωγή. Τότε ισχύει: [image: P(A1 \cap A2)]= [image: \ P(A2|A1)P(A1)]
όπου P(A1)=50/100 και P(A2/A1)=49/99 αφού μετά την πρώτη εξαγωγή ζυγού στην κληρωτίδα έμειναν οι 9 αριθμοί από τους οποίους οι 49 είναι ζυγοί. Άρα: [image: P(A1 \cap A2)]= [image: \ 50/100*49/99]=2450/9900
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Θεώρημα του Bayes.
Το θεώρημα Μπέυζ ορίστηκε μαθηματικά ως η ακόλουθη εξίσωση:[2]
{\displaystyle P(A|B)={\frac {P(B|A)\,P(A)}{P(B)}},}
όπου A και B είναι γεγονότα.
· P(A) και P(B) είναι οι πιθανότητες των A και B που είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους.
· P(A | B), η υπό συνθήκη πιθανότητα, είναι η πιθανότητα του A δεδομένου του B να είναι αληθής.
· P(B | A), είναι η πιθανότητα του B δεδομένου του A να είναι αληθής.

Παράδειγμα
Το σύνολο της παραγωγής ενός εργοστασίου παράγεται από τρεις μηχανές. Οι τρεις μηχανές ευθύνονται για το 20%, 30%, και 50% της παραγωγής, αντίστοιχα. Το όριο των ελαττωματικών αντικειμένων που παράγεται είναι: για την πρώτη μηχανή, 5%; για τη δεύτερη μηχανή, 3%; για την τρίτη μηχανή, 1%. Αν ένα αντικείμενο επιλέγεται τυχαία από το σύνολο της παραγωγής και βρεθεί να είναι ελαττωματικό, ποια είναι η πιθανότητα να έχει παραχθεί από την τρίτη μηχανή?
Η λύση είναι η ακόλουθη. Έστω Ai δηλώνουμε το γεγονός ότι το αντικείμενο που επιλέχθηκε τυχαία είχε παραχθεί από την i μηχανή (για i = 1,2,3). Έστω B δηλώνουμε το γεγονός ότι το αντικείμενο που επιλέχθηκε τυχαία είναι ελαττωματικό. Τότε γνωρίζουμε τα ακόλουθα:
P(A1) = 0.2,    P(A2) = 0.3,    P(A3) = 0.5.
Αν το αντικείμενο παράχθηκε από τη μηχανή A1, τότε η πιθανότητα να είναι ελαττωματικό είναι 0.05 δηλαδή, P(B | A1) = 0.05. Συνεπώς, έχουμε
P(B | A1) = 0.05,    P(B | A2) = 0.03,    P(B | A3) = 0.01.
Για να απαντήσουμε το ερώτημα, πρέπει πρώτα να βρούμε P(B). Αυτό μπορεί να γίνει με τον ακόλουθο τρόπο:
P(B) = Σi P(B | Ai) P(Ai) = (0.05)(0.2) + (0.03)(0.3) + (0.01)(0.5) = 0.024.
Ως εκ τούτου 2.4% από τη συνολική παραγωγή του εργοστασίου είναι ελαττωματική.
Δηλώσαμε το B πως προέκυψε, και θέλουμε να υπολογίσουμε τη δεσμευμένη πιθανότητα του A3. Από το θεώρημα του Μπέυζ,
P(A3 | B) = P(B | A3) P(A3)/P(B) = (0.01)(0.50)/(0.024) = 5/24.
Δεδομένου ότι το αντικείμενο είναι ελαττωματικό, η πιθανότητα να παράχθηκε από την τρίτη μηχανή είναι μόνο 5/24. Αν και η τρίτη μηχανή παράγει το μισό από τη συνολική παραγωγή, παράγει ένα πολύ μικρότερο ποσοστό από τα ελαττωματικά αντικείμενα. Ως εκ τούτου, το ότι γνωρίζουμε πως το αντικείμενο που επιλέχθηκε ήταν ελαττωματικό μας δίνει τη δυνατότητα να αντικαταστήσουμε την αρχική πιθανότητα P(A3) = 1/2 με τη μικρότερη δεσμευμένη πιθανότητα P(A3 | B) = 5/24.

Γενίκευση.




Έστω μία διαμέριση του δειγματικού χώρου S τέτοια ώστε  0 , i  =  1, 2, …, n. Τότε για κάθε ενδεχόμενο Ε με  έχουμε ότι,
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Μια βιομηχανία Β προμηθεύεται ανταλλακτικά για τις μηχανές της από δύο προμηθευτές Π1 και Π2 σε ποσοστό 65% και 35% αντίστοιχα. Η ποιότητα των ανταλλακτικών διαφέρει ανάμεσα στις δύο εταιρείες όπως διαπιστώνεται από τα ιστορικά στοιχεία που τηρούνται στο Τμήμα Ποιοτικού Ελέγχου της βιομηχανίας Β 

	
	% Αποδεκτών Ανταλλακτικών
	% Ελαττωματικών Ανταλλακτικών

	Προμηθευτής Π1
	98
	2

	Προμηθευτής Π2
	95
	5



Με βάση τα παραπάνω στοιχεία:
i. Να υπολογισθεί η πιθανότητα ότι ένα τυχαίο επιλεγμένο ανταλλακτικό που φθάνει στη βιομηχανία Β είναι αποδεκτό.
ii. Αν ένα τυχαίο επιλεγμένο ανταλλακτικό που φθάνει στη βιομηχανία Β κριθεί ως ελαττωματικό να υπολογισθεί η πιθανότητα ότι προέρχεται από τον Προμηθευτή Π2.
ΛΥΣΗ
Έστω	Π1	το ενδεχόμενο προμήθειας από την εταιρεία Π1
	Π2	το ενδεχόμενο προμήθειας από την εταιρεία Π2 
	Α	το ενδεχόμενο αποδεκτού προϊόντος 
	Ε	το ενδεχόμενο ελαττωματικού προϊόντος

Δίνονται ότι:	Ρ(Π1)=0,65, Ρ(Π2)=0,35




Ρ =0,28, Ρ=0,02, Ρ =0,95,Ρ =0,05

α.	Ζητάμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα Ρ(Α)
Από το Θεώρημα της Ολικής Πιθανότητας έχουμε:


Ρ(Α) = Ρ(Π1)Ρ + Ρ(Π2)Ρ = (0.65)(0.98)+(0.35)(0.95) = 0.637+0.3325 =         =0.9695


Ρ(Α)=0,9695  0,97


Άρα Ρ(Ε)=1-0,9695  Ρ(Ε) = 0,0305  0.03


β.	Ζητάμε την πιθανότητα Ρ
Από το Θεώρημα Bayes έχουμε:




Παράδειγμα 1
Σ'ένα εργοστάσιο κατασκευάζεται ένα αντικείμενο από τρεις διαφορετικές μηχανές ως εξής:
ΜΗΧΑΝΗ 1(M1): ποσοστό παταγωγής=60%, πιθανότητα ελαττωματικού αντικειμένου 0.09.
ΜΗΧΑΝΗ 2(M2): ποσοστό παταγωγής=25%, πιθανότητα ελαττωματικού αντικειμένου 0.12.
ΜΗΧΑΝΗ 3(M3): ποσοστό παταγωγής=15%, πιθανότητα ελαττωματικού αντικειμένου 0.04.
Από μια παραγωγή λαμβάνεται τυχαία ένα αντικείμενο.
α)Ποια η πιθανότητα για να είναι αυτό ελαττωματικό;
β)Αν το αντεικείμενο είναι ελαττωματικό, με ποια πιθανότητα προήλθε από τη μηχανή Mi, i=1,2,3;
Λύση
Συμβολίζουμε με Α το αντικείμενο που είναι ελαττωματικό.
P(A)=[image: P(A\cap{M_{1}})+P(A\cap{M_{2}})+P(A\cap{M_{3}})= =P(M_{1})P(A/M_{1})+P(M_{2})P(A/M_{2})+P(M_{3})P(A/M_{3})]=0.09.
Από τον τύπο του Bayes
P(Mi / A)=
[image: \frac{54}{90}]=0.60 για i=1
[image: \frac{30}{90}]=0.33 για i=2
[image: \frac{6}{90}]=0.07 για i=3.

.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2
Για τρείς συνήθεις ασθένειες Π, Ε και Μ που προσβάλουν άνδρες και γυναίκες, σε κάθε 1000 διαγνώσεις, οι 565 είναι άνδρες. Τα ποσοστά των Π, Ε και Μ μεταξύ των διαγνωσμένων ανδρών είναι 0,54, 0,41 και 0,05, αντίστοιχα, ενώ μεταξύ των γυναικών τα ποσοστά αυτά είναι 0,41, 0,50 και 0,09.
Δοθέντος ότι η διάγνωση σε ένα άτομο είναι η ασθένεια Π, να βρεθεί η πιθανότητα να είναι άνδρας.
Λύση : Εστω Α = "ανδρας" , άρα P(Α) = 565/1000 = 0,565, P(Π/Α) = 0,54 .
Έτσι έχουμε : P(Α/Π) = P(Π/Α)P(Α)/ P(Π) = [κανόνας του Bayes] = 0,54 Χ 0,565/0,48345 = 0,63109


17

image4.png
P(A)=P(B)#0




image5.png




image6.png




image7.png
P(AINAy) = P(A)P(Ay), P(A\NA3) = P(A))P(A3), P(AsNA3) = P(Ay)P(A3z), P(A1NA;NA;) = P(A)P(A)P(A3)




image8.png
B

WD

)




image9.png
Pla,a)
P, a), (@, k), (K, a)]




image10.png




image11.png
(ANB




image12.png
-P(A|B)P(B)




image13.png




image14.png




image15.png




image16.png




image17.png
5525




image18.png
P(A1N A2)




image19.png
P(A2|A1)P(A1)




image20.png
50/100 * 49/99




image21.jpg
MOANOTHTEX

30000000, 0L K01 BLOUCIIENY ZU00VGTITY

« Tou vbezoivon
Topi b0 cvbegonévon A xa B (cupohiCera AB) civan 1o iz
ou ougfaive éxav T B0 e A wan B ovpfoby Tusgpova. H
bavmra g topi; 60 CVBCLORENDY OVOUGLETE ouvdtacuivy T
oin probabiliy).

« Evuon ovbcpopivay
“Evus 4405 tpomos cuvGospioh ebcropivo civa n voon X
“Evwan 660 cvdczopioy A f B (oupokieran AUB) civn 1o cviczopce
‘0w cupBaiveroxay oupc év i Ta cvdeyoeva A B 1 kT oo

Ol milavomza
H aiawi maavienra (marsinal probability) viohoyiCera afpoiCovias
TPau i . oTiAy Tov v o oRoios PR T CVNBVAGREES
‘Rbavome: Kimown DicpopEvo. i
(Térouong mvaxs b doipc Grny Exen v acozoy)

© Beopemyim obobma i et -

> Dugvt aved mov o evbuagépen v b opeHCovIa: peTa Tovs 550
egdpeve K 1Baitepa Toue civa of mOavTEE: va vl év
e av vopiCoups 6T Kimow ko éa ovpfi. H mavmma
e ovopiLETan dererivn. mlavieyea (conditonal probabili) 1
Wi TSt v cuvdie, cUPoRGTI wc P(BA,) wan
Suapiera anbavéTna tou B, Scbopiévon tou A,

> H mbavomra ovoc evbeouivon A dedopévon 2v6g cvbcgopévon B
civar: p(afp) =PBOA)

P(6)
O i s icopon B opion v A s
AN

P00

 Avipmum cvdczdpeva o X
“Evuz ad tous arogovs mg Segpapivis mbavbryras dva 1 sipmon evés
bepopivon axb v 0. Tt Tov 460 ad ciodyeTa ) Ewow tov
aveiprro viczouvoy (independent vents).

‘b vbeépeva A ko B civa aveEapr pera ovs av v
PAB)=PA) @ P(BA)=P(B)

Me 0 Jona, S0 oiatume dm asipne s s @ n
‘avomnza tou cvés S GEMPEAETI axb Y Kapovoia T iAoy

Aoxions

1. Eva TOMKUTOTIA TPTHATORONOE W EpEUVa i TOV Tp6TO TMPOMIS G
yéon e i T 05 RpoidVeoc, T Tov Ao autd gpnctpomoiae éva deiya 100
‘REITOY Kol KITEYpAVE T0 GROTEECYATA GTOV RupakiTo TivaKa.




image22.jpg
) Tl oo o cuvion o aopin v g penrs i

) Na vRoloyioeee T s a70pd v cov 100 Soapion va Thnpata e
o " " " "

) Na viohorogrs T i apops v v s TR .
pavon xipre.

Adoy

) Amb Tov v cupRcpavoup: 6 0 7005 T AT Tou TANPNOUY
Jpewcc Kipra civa 4+18+14=36. To aviorogfo Toao0tb cxi ou o tov
100 sehaviv cva 36%
P Geopuic o i
H ) civn kporapn axd 20 Sk
2 v o e 0 100 Sl
A1 H g civn eyakrepm az 100 Sobipua
By H hnpop yiveran e perpres.
B, - H mhapo yiveta i moromae ipra
B, - H xnpoy fivezn pe pccoc xipra
Zatigs T miavomea tov cvdcyopivou B, Scbopévon tou A, Smhadi m dc-
opeupivn mbavorea (B, A, ) 1 oxoia, Gippova i Tov avioTouo TR, cvar
PACB,)
PA)
v i evbeyopivo an P(A,) 1 ohuch mbavérca tov EvBepopévon
To i T zekatoy wow Tipwoay e TR Kipta ia ua 0pé @ T
100 Sohapiow civan 23 xm 1o xhifos wov Rehativ 100 Exavay @Yopés v Tov
100 Sohapior s 9231440

Ontrs P8, B, )= =025 van PIA)= =046, Apa, ot v

PBJA)= 6700 P(A, B,) civa n owbvacpim mavsTT

P(B.JA,]

) Ot weisees mou mhpuoay e moTorK Kipra civan 342142347, v vt zow
hipucay s gpeoouxi Kipta sivan 4+18+14=36,
H mbavéma mov (e civarn P(B, U B,) (mbavbenia évaons aviejopivov)
mou Ta dio evbeybeva civa aveEdpmy. Apa

7 368
PB,UB,)= P(B,)+ P(B,) = {0+ 1o =00

2. Srov rapaxito xivaxa paivovia o1 ovdvaopéves MOTVOTTES Tov PO
VB K yovaiy avis exizcdo KRAIBEOT




image23.jpg
@) Av emdiZouns royaia évav dvepyo, Tow civa 1 mdOTEa vy 2 OhoKkT-
pio m Sevrcpopddyua axmaiBcvo; R X

) Av G EEovp Tjaia ua dvepm Tovai, R civa 1 mOGNGTITG W v TV
oboc:

) Av emiZovps wopuia évav ivepro axdporto Sevtepofiduas exmuidevon, Ko
eivaun mavérra vo civas avdpug;

Abon

Oeopoips ta cvbepopev

A, 0 évepyos Sev ohoxkipoce T devtepofdyia exmaideuon

A, £ 0 dvepyos civas andportos Sevizpopdfuas exnaieuons

. O ivepyos e hiyes oRovdEs, opis Tvyio

. : O ivepyos civan 01705 Kolyiov-RavemoTpion

.+ dveprog sivas @vdpag
O ivepyos ivan yuvaixa

@) H mfavirma nov G eivas 1) ok vz g 1 ypans Tov sivaxa,
rhadi) o apoiopa Tov cuvBvacpEvoy Tavorioy s 1™ Tpais.

T

(A= 0083+ 0109 20192 -19.2%
Py e —
AR =PBORD gy piB, - A,) aiva owivaciin moavsra

P6.)
T o o 1 aroia, oS e Tov Rapaiv ivasa iva 0,108
P(B.) civen 1 ol miavorea Tou cviczoévon 1 oo 160 s To @potcia
o mbmoritoy 2" o s 0109-0.190:0.33-0.05-054 Apa

B,y 008
o= T0) 8 <0220
B T e p—————
P |A)=PAOB) oy pia, B, divan cuvivasyim moavémra

PA)

v Bibo cviczopEvay 1 oTold, GHpGYa e Tov Aapuive Tivaka civan 0,153 K

P(A,) =0.153.+0,190= 0343 civa  ohaxi) mbav6mza Tov evBegoEvD 70U 1-
‘ot i 1o dpoiopa v mbavoTzay s 2% Ypapy

P(A.0B) 0153 .
Apa: P Ja) = P00 = 04 0at6-aa6%

3. Tia 1o owom puac wrpuic épeavas crkénK: yaia éva dciyua 150 avipo
haxiag 60-65 e K KazaypaQTI To TA0S VTGN Rob Eivas KAV K QUi




image24.jpg
5 v Kufi wan w6001 R o éqou Tpoofilapel axd KapKiv
ou Tvebpov Kt K3G0n 6. Ta GROTEEGTA QaivOVEaL GOV UPAKIT TIVAKL.

15 o
3% %

Av emiifowe Tujuia évay @Bpa, oS cvan o TGTIRES TV Tapakite
vbcopévoy

) Natcivan xavotic.

) Na jmy civan kaprvomadiic

) Na civan kapevoRadil; Scdopivon 67 civa KumvioTi,

) Nacivan xapvorafic Scdopiévon 611 dev civan KuTvioti

Aboy

Ocopoin T mapaxivo eviczdva
Ar: 0 avdpas civa Kupevoraic
A2 0 dvdpos dev civan Kupxvomail;
B, 0 ivipas civan kv
B : 0 dvdpuc dev siva xumioni
@) H mbavomee mov Gyt siva n olaw) mbavGmnza tov veyopévon By, To whi-
805 Ty KamvaTY cival 1543348 oRote 1 RaveTTa 1G0T
48
)= 0%
PB)=iG
) H mibavornra xov Gyedpe civan 1 ok maviryra tow evBegopivoy Az To mhi-
805 TV n KapORABGY civi 33+99=132 0T 1 TBVOTE 1G0T

PN e
2 Sopnpi i P 8) = PG o
S ———————
e P(B,)=032 civn aha et v B o0 @) ovihos Apa
SIS T
s i s ) -2
S ——
R

= g0 02T =2857%

4. Mia épeuva Karéypaye tov mupaxizw xivaxa ovvdvacpévoy mbavoroy Y tovs
Ayovs o i niaxics axéhvn epyalopiva.





image25.jpg
@ Mow give  mavdee Kimoios 25-54 crév va anchofle Mo peiwens zaparo-

i

) Tloa siva 1 mavrnea va anohube ximowos v tov 65 exév;

) Towa civan n mibavémEa va axohube Kixoios v Tov 65 cxiy exadi E0E |
pexain 0 povisa 5rov epraCora;

Abon

Ocopoips ta supaxito sviedpeva
Ar:H amhoon opeidata 0% Kicicipo-ueraxivion wovidas
‘Az H axhoon ogeikera o peioon rapayor

As: H axthva ogeilera o xutipyion 0éons epyasiag
By O anolupévos e nhuia peragh 20 km 24 ey

B2 O anolupiévog e nhuia perazs 25 km 54 criy.

B, : O anohujiévos i niaxia petadd 55 ko 64 exiav

B - O anohapiévos é7 mhaxia ad 65 cxiw kv

) Zneie  deopeupévy mbavérna P(A,[B,) = 2

R0 gaiver oTov AapaRiv Tivaxa K

P(B,)=0324+0225+0219=0,768 civa 1 ohax] mbavirra tov evie-
fowévon B 70v woba i o poioia twv ovSvacpivay moavorroy T 2"
g s A

) Ziips T odac maviea tov evbegopivou Bu ) aroia ot i o ipotop
ov GuvBuaspévoy mbvorov g 47 oTiing Tov ivasa, Srad]
P(B,)=0017+0014+ 0008 =0039=39%

P(n nA)
2 omppiom o P = PGD8D o0
P(B, A A)=0017 v owvivacpim mBuvnmm <o o cviczopivn.
‘Sbjpova ps tov rapaxive wivaxa ka P(B,) civan 1 ok mavbmc xov fpi-
Kz 010 (B) oo, Apa
PB.AA) 0017
A= TR oo

—0436-436%

5. Mua crapia xaveic mapovias pedard tovs Aoyapiaoois v rkasiy T 03
7pos 360 yapaxmpioTiki. A évas Aoyapuaopos sivan véos (Myotepo axd 12 pives)




image26.jpg
Kt av évag Royapiaoyds mupovoiilas kaduorepiioas Gy cEseknar tov. Me pion
T Sedopiéva TS apias G IHATIOTIRE 0 EE7S TivKs VLGV MOTVOTTOY.

) Av o doyapuayis sapovenies e, o v e v i
i vo Aoyopiacy:

) Av b AStapIaciss el vios, Rt c 1 R Vi TapovCIdCE KT
o

Abon

L -

A1 Ooyapaoybsciwivioy

A+ O oyapaopes ch mahds

B0 pupiacios apovenics ooz

B Oy v s s

@ Zcie m decpenpivn e P, = o )

B, ~ A, =008 civat n oovboacyin kS tov 860 iScrouEvuN, -
v e o sapumiv v xan (3, =0.08-+0.50=0.58 v o s
ey o eeyopivon By oot cotra e T o o oBvacyvy -
ey g o Ay

P(B A, X
AB, 01m=1379%

AR, P(B,) )5

) Zicis  Seopeuévn mdavirnga P(BJA,)- "‘;‘;“‘" émon
(A, 2 B,) =008 civa  ovsSuaopiém mavbryea tov S0 cBczouiva, o
ova iz tov supariv ivasa ki P(A,) =008.+013=021 iv 1 ol -
ey o eeyopiven Ay o o e 0 oy o Sy 1
Savoriray g 1* ypapi Tov xivaxa. Apa

PANB) _008 I
P =5 03809=3809%

6. To motohnkd wpogil. v i oTATOTNY K] oV JPICHOTOGY 01
pinelzs w01 owovoyKof opraVioyoi Tia TV EqkpION SaveiY RpoS Tovs
‘Feres Tous. AT T Grorzia 7ov SWRped i iRESa 1 100 TEkiTes TpOKTTTE 0
‘Fapaxito sivaxag Grov gaivera 1o K005 TV TGN Tov GROTpooaY f dov
amoRp0GaY T0 BVEID GE GUYBASHS i o TOTOMATIKD Tous Apogih




image27.jpg
19 6

i 3

i) Mot civa 70 GUVOLIKD 7060GTo T DUVEAGY 70 GRORPGIIRE KavOVIKiS
) Tow 1 moavémra wehites ye moToMETKS. Apogi. pKpopo Tov 400 va
aromipucay KavonK o Svao s, X X

o 0 1 i TGRS S0l 400 s v v amerpoos
RavovKi o BaVEL0 Touc:

Wlow 1 miavorya évas FMmg 7ov Sav aromkipoos T SV 00 v Ez

‘moTokRG 7pogik 400 kv,

Aday

Ocopoins ta supaxito sviedpeva

Ay To diveto azomknpanKE Kavovik

A2 To diveto Gev amompiOnKE

B - Motohmeas mpogi <400
B, : Thotomrass mpogih 400+

1) Ot seirees zov amomipocay Kavoviki To Baveid Tous (aveEipmE axd T
‘TOTORIRG TovS RpO) civan 19+64-83. ot To avrioToryo RoGOGT vt
83%.

LYY

P(B,)

P, nAy,f,nw siva ovvBvacpiéw mbavGmE TV St EYSELONELY,

y o URNERPNON .
oV s o upasiv mivasa ki P(B,) = 0+ 0% =032 v ol
mlavormza ton vicgopivon B, 1 0% ot e To oy oy ouvBvacyic-
Vo s o o Ao

AR 019 _0.50375-50.375%
PAPB, 0 3

) 2 ey miavira P(AJB,

, o o, 4 i .
bugva pE Tov xay o ivaka kan P(B,) =~ + — = 0,68 civa
T — O ol

‘mbavi tou cbeopévou B 1 ol 100t e o Gpoioy Ty vVBaGE-
o mbuey 2" g o o Apu





image28.jpg
0,04 civa 1 cuvdvaopén maviryra tov Sbo evbcyopiva,

[N
o0+ g =047 s o

‘avéea tou ebcropivo A: 1 oroia 1ot e o lporopa Tov auiSvaT-
B b R

PB A,

igana s Tov apariv sivaka K P(A.)

7. 0 tpimo; Siuokadias s Sranoneis ota Mavemorijua @il Totopuic
Swtay éipaon otovs JEApoYPagovs vCleoyov:, Wi Pudjuaia of apduTKo
RokoyIGpol TEivoY Vi EXTEAOVEAL (R UROAGYIST Kt Kazdkhho Aomapukd. Mia
épauva KaE7paye av ZpnoOROIT VTOoIGTiG K av ot KipiES OTOUBES oV
stone v ota Mabnarid xan 7 Trarioni ) 0z Kizowov @0 Kiso. T
arowhéoua TS épeves gaivovial OToY TUpaKITD TivKT GUVBUIOEVDY
mbavoritar.

023 036

[Nl 030

o) Tl v 1 G, 50 T S R T -
) Mo i i v e . oo o Mot Sranonc
o fpTpagous loayoss:

Abon

Ocopoips ta supaxito svigipcva
A\ rovdés oz Mabnuanwi Sranori
Al

By : Xapoypagor vRokopiopol
B : Yrohopiopol pz urooyioni

) Zneie ey ohaci mdavirea tov evdcopivon B;
P(B,)=036+03

) Znie  Beappé miaviryca

=03898=39%

P(A) 0234036




image29.wmf
n

A

A

A

,...,

,

2

1


oleObject1.bin

image30.wmf
(

)

i

A

P


oleObject2.bin

image31.wmf
(

)

0

>

E

P


oleObject3.bin

image32.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

å

=

=

n

i

i

i

k

k

k

A

E

P

A

P

A

E

P

A

P

E

A

P

1


oleObject4.bin

image33.wmf
(

)

(

)

(

)

E

P

A

E

P

A

P

k

k

=


oleObject5.bin

image34.wmf
(

)

1

P

A


oleObject6.bin

image35.wmf
(

)

1

P

E


oleObject7.bin

image36.wmf
(

)

2

P

A


oleObject8.bin

image37.wmf
(

)

2

P

E


oleObject9.bin

oleObject10.bin

oleObject11.bin

image38.wmf
Þ


oleObject12.bin

image39.wmf
@


oleObject13.bin

oleObject14.bin

oleObject15.bin

image40.wmf
(

)

2

PE


oleObject16.bin

image41.wmf
22

2

2

()()

(0,35)(0,05)0,0175

()0,5738

()0,03050,0305

()0,57380,57

RPREP

RPE====Þ

RE

RPE=@


oleObject17.bin

image42.png
P(ANM,)+P(ANM;)+P(ANM;3

P(My)P(A/M)+P(My)P(A/My)+P(My)P(A/M;)




image43.png




image44.png




image45.png




image1.png




image2.png
A#2,B#92




image3.png
P(ANB)=0




